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Abstrakt
Tato pra´ce se zaby´va´ na´vrhem metody, kterou lze meˇrˇit u soucˇa´st´ı podvozk˚u automobil˚u
d˚ulezˇite´ mechanicke´ velicˇiny – sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ a tenzor moment˚u setrvacˇnosti,
a to v prˇ´ıpadeˇ, kdy inzˇeny´r nema´ k dispozici pocˇ´ıtacˇovy´ model dane´ soucˇa´sti. Pra´ce
proble´m rozdeˇluje do neˇkolika d´ılcˇ´ıch podproble´mu˚, prˇicˇemzˇ u kazˇde´ho je navrzˇen po-
stup, jak jej lze s dostatecˇnou prˇesnost´ı a za´rovenˇ s prˇijatelnou na´rocˇnost´ı vyrˇesˇit. Byly
zhotoveny potrˇebne´ pomu˚cky a bylo provedeno meˇrˇen´ı soucˇa´st´ı. V za´veˇru jsou porovna´ny
zmeˇrˇene´ hodnoty s teoreticky´mi a je odhadnuta prˇesnost, ktere´ lze touto metodou meˇrˇen´ı
doc´ılit.
Summary
The aim of the diploma thesis is to create a concept of methods that can be used for
measurement of important mechanical inertia properties of bodies – the coordinates of
center of gravity and the the moment of inertia tensor, in case we don’t have 3D model
of these bodies. The thesis divides this problem into several sub-problems and suggests
the solutions for each of them. Required equipment was created and measurement was
carried out. At the end the measured values are compared with the teoretical ones and
accuracy of this method is determined.
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1. U´vod
Pocˇ´ıtacˇe se za posledn´ıch neˇkolik desetilet´ı doka´zaly prosadit prakticky ve vsˇech
oborech lidske´ cˇinnosti. Svy´m vlivem vy´razneˇ zmeˇnily i automobilovy´ pr˚umysl – auto,
ktere´ dnes sjede z vy´robn´ıho pa´su, je doslova nabite´ integrovany´mi obvody, tranzistory
a procesory. Pocˇ´ıtacˇe se prosadily i ve vy´voji automobil˚u. Pomoc´ı d˚umyslny´ch programu˚
mu˚zˇe inzˇeny´r odhadnout, jak se bude auto chovat, jesˇteˇ nezˇ bude v˚ubec vyrobeno.
I prˇes vesˇkerou svou dokonalost vsˇak pocˇ´ıtacˇe pouze modeluj´ı realitu. Podle toho, jak
prˇesna´ data pocˇ´ıtacˇi poskytneme, dostaneme obraz v´ıce cˇi me´neˇ odpov´ıdaj´ıc´ı skutecˇnosti.
Bez dostatecˇneˇ prˇesneˇ zadany´ch vstupn´ıch dat pocˇ´ıtacˇ nemu˚zˇe nikdy dospeˇt ke smyslu-
plny´m vy´sledk˚um; vy´pocˇty se vzˇdy vztahuj´ı k u´daj˚um, ktere´ obdrzˇ´ı.
V mnoha prˇ´ıpadech ma´ inzˇeny´r k dispozici prˇ´ımo vy´robn´ı vy´kresy, prˇ´ıpadneˇ i troj-
rozmeˇrny´ model dane´ soucˇa´sti. V takove´m prˇ´ıpadeˇ mu˚zˇe pocˇ´ıtacˇ geometricke´ informace,
ktere´ potrˇebuje, zjistit pra´veˇ na za´kladeˇ tohoto modelu. Proble´m vsˇak nasta´va´ v okamzˇiku,
kdy potrˇebujeme ve vy´pocˇtech pouzˇ´ıt teˇleso, u ktere´ho jeho trojrozmeˇrny´ model nema´me.
V takove´m prˇ´ıpadeˇ mus´ı prˇij´ıt na rˇadu experimenta´ln´ı metody, ktery´mi tyto velicˇiny
zjist´ıme.
Pokud chceme analyzovat pohyb teˇlesa z hlediska dynamiky, potrˇebujeme zna´t
prˇedevsˇ´ım jeho d˚ulezˇite´ mechanicke´ velicˇiny. A pra´veˇ metodami, ktery´mi lze u r˚uzny´ch
soucˇa´st´ı automobilu zjiˇst’ovat mechanicke´ velicˇiny potrˇebne´ pro pocˇ´ıtacˇove´ modelova´n´ı,
se zaby´va´ tato pra´ce.
Teˇleso je z hlediska analy´zy pohybovy´ch vlastnost´ı charakterizova´no:
• polohou teˇzˇiˇsteˇ v˚ucˇi definovane´mu sourˇadne´mu syste´mu
• tenzorem moment˚u setrvacˇnosti
• hmotnost´ı
Simulacˇn´ım programu˚m stacˇ´ı, aby o teˇlese znaly polohu teˇzˇiˇsteˇ, momenty setrvacˇnosti
k hlavn´ım osa´m a hmotnost – tyto velicˇiny dostatecˇneˇ reprezentuj´ı teˇleso pro potrˇeby
vy´pocˇt˚u vza´jemne´ho silove´ho p˚usoben´ı s okol´ım, kineticke´ energie teˇlesa apod. Pokud
nema´me k dispozici pocˇ´ıtacˇovy´ model teˇlesa, odkud bychom mohli tyto velicˇiny dopocˇ´ıtat,
mus´ı prˇij´ıt na rˇadu meˇrˇen´ı.
Tato pra´ce si klade za c´ıl navrhnout metodu, kterou lze meˇrˇit polohu teˇzˇiˇsteˇ a mo-
menty setrvacˇnosti (resp. tenzor setrvacˇnosti) tak, aby vy´sledky meˇrˇen´ı bylo mozˇne´ vyuzˇ´ıt
v programech slouzˇ´ıc´ıch k matematicke´mu modelova´n´ı. Metoda by meˇla by´t optimali-
zova´na na meˇrˇen´ı soucˇa´st´ı podvozk˚u vozidel. Za´meˇrem je zohlednit mozˇnosti laboratorˇ´ı
U´stavu automobiln´ıho a dopravn´ıho inzˇeny´rstv´ı – zejme´na zjistit, zda lze pro dany´ za´meˇr
vyuzˇ´ıt specializovane´ vybaven´ı (naprˇ. syste´m Tritop).
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2. Definice hledany´ch velicˇin
2.1. Teˇzˇiˇsteˇ
Teˇzˇiˇsteˇ prˇedstavuje charakteristicky´ bod teˇlesa. Znalost jeho polohy je nezbytna´ pro
veˇtsˇinu dalˇs´ıch vy´pocˇt˚u. V nehomogenn´ım gravitacˇn´ım poli se strˇed setrvacˇnosti nenacha´z´ı
v p˚usobiˇsti gravitacˇn´ı s´ıly (v teˇzˇiˇsti). Gravitacˇn´ı pole Zemeˇ vsˇak lze na nasˇ´ı rozliˇsovac´ı
u´rovni pokla´dat za homogenn´ı, a proto lze oba body ztotozˇnit – prˇi vy´pocˇtech setrvacˇny´ch
sil translacˇn´ıho pohybu povazˇujeme teˇleso za hmotny´ bod, u ktere´ho se vesˇkera´ hmotnost
nacha´z´ı pra´veˇ v teˇzˇiˇsti.
Je to bod, jehozˇ sourˇadnice jsou pro spojite´ teˇleso definova´ny [10] jako:
~rt =
∫
~r dm
m
(2.1)
kde m znacˇ´ı celkovou hmotnost teˇlesa a ~r polohovy´ vektor elementu dm.
2.2. Moment setrvacˇnosti
Moment setrvacˇnosti popisuje rozlozˇen´ı hmoty okolo osy ota´cˇen´ı a charakterizuje tak
setrvacˇnost teˇlesa prˇi rotaci. Pro prˇ´ıpad, kdy zna´me osu ota´cˇen´ı, je moment setrvacˇnosti
definova´n [13] jakozˇto integra´l prˇes objem teˇlesa:
I =
∫ ∫ ∫
r2ρ (x, y, z) dx dy dz (2.2)
kde r znacˇ´ı vzda´lenost elementu od osy rotace a ρ (x, y, z) jeho hustotu.
Pro rotacˇn´ı pohyb teˇlesa s obecnou osou ota´cˇen´ı lze setrvacˇne´ vlastnosti teˇlesa za
rotace popsat [19] pomoc´ı tenzoru setrvacˇnosti :
I =
 Ix −Dxy −Dxz−Dxy Iy −Dyz
−Dxz −Dyz Iz
 (2.3)
Pro jeho jednotlive´ slozˇky plat´ı
Ix =
∫
(y2 + z2) dm
Iy =
∫
(x2 + z2) dm
Iz =
∫
(x2 + y2) dm
(2.4)
Dxy =
∫
xy dm
Dxz =
∫
xz dm
Dyz =
∫
yz dm
(2.5)
prˇicˇemzˇ x, y a z prˇedstavuj´ı sourˇadnice elementu v˚ucˇi karte´zske´mu sourˇadne´mu syste´mu.
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2.2. MOMENT SETRVACˇNOSTI
Slozˇky tenzoru lezˇ´ıc´ı na diagona´le (rovnice 2.4) se nazy´vaj´ı [3] momenty setrvacˇnosti
k osa´m dane´ho karte´zske´ho sourˇadne´ho syste´mu. Ostatn´ı slozˇky tenzoru (rovnice 2.5) se
nazy´vaj´ı deviacˇn´ı momenty. Pro kazˇde´ teˇleso lze nale´zt trˇi vza´jemneˇ kolme´ osy (tzv. hlavn´ı
osy), v˚ucˇi ktery´m ma´ tenzor setrvacˇnosti nulove´ vsˇechny deviacˇn´ı momenty – nenulove´
tak jsou pouze slozˇky nacha´zej´ıc´ı se na hlavn´ı diagona´le, ktere´ se v tomto prˇ´ıpadeˇ nazy´vaj´ı
hlavn´ı momenty setrvacˇnosti. Tenzor setrvacˇnosti ma´ potom takovy´to tvar:
I =
 I1 0 00 I2 0
0 0 I3
 (2.6)
Hlavn´ı momenty setrvacˇnosti plneˇ urcˇuj´ı tenzor setrvacˇnosti. Pro popis rotacˇn´ıch
vlastnost´ı teˇlesa na´m stacˇ´ı zna´t pouze hlavn´ı momenty setrvacˇnosti, orientaci hlavn´ıch os
a polohu teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa [22].
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3. Prˇehled za´kladn´ıch metod meˇrˇen´ı
Pro experimenta´ln´ı zjiˇst’ova´n´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ a urcˇova´n´ı moment˚u setrvacˇnosti exis-
tuje rˇada postup˚u. Kazˇdy´ z nich ma´ sve´ prˇednosti a nevy´hody. Z obecne´ho pohledu
klademe na vsˇechny metody neˇkolik za´kladn´ıch pozˇadavk˚u. Prˇedevsˇ´ım potrˇebujeme, aby
jednotlive´ postupy byly:
• dostatecˇneˇ prˇesne´
• prˇijatelneˇ levne´
• snadno proveditelne´ (rychle´, bez potrˇeby prova´deˇt slozˇite´ vy´pocˇty apod.)
Vsˇechny uva´deˇne´ metody vyuzˇ´ıvaj´ı urcˇity´ch projev˚u dane´ velicˇiny – pomoc´ı r˚uzny´ch me-
chanismu˚ prˇeva´d´ıme hledane´ velicˇiny na jine´, ktere´ mu˚zˇeme meˇrˇit prˇ´ımo, prˇ´ıpadneˇ z nich
mu˚zˇeme hledane´ hodnoty dopocˇ´ıtat.
3.1. Metody meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ
Metody, ktery´mi lze zjiˇst’ovat polohu teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti, lze rozdeˇlit do dvou skupin – na
metody staticke´ a dynamicke´. Dynamicke´ metody, na rozd´ıl od staticky´ch, vyzˇaduj´ı, aby se
teˇleso pohybovalo; z toho d˚uvodu jsou povazˇova´ny za me´neˇ prˇesne´1. Mezi staticke´ metody
patrˇ´ı vyvazˇovac´ı metoda, metoda v´ıce vah a metoda zaveˇsˇen´ı teˇlesa. Mezi dynamicke´
potom metoda setrvacˇny´ch sil a metoda vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti.
3.1.1. Vyvazˇovac´ı metoda
Soucˇa´st, u ktere´ chceme zjistit polohu teˇzˇiˇsteˇ, podeprˇeme na jedne´ straneˇ tak, aby se
teˇleso mohlo ota´cˇet pode´l te´to podpeˇry – vznikne tak pevna´ osa ota´cˇen´ı, ktera´ omezuje
peˇt ze sˇtesti stupnˇ˚u volnosti (viz obr. 3.1). Na druhe´ straneˇ zmeˇrˇ´ıme s´ılu, kterou je nutne´
teˇleso udrzˇovat ve vodorovne´ poloze. Teˇleso uvoln´ıme (obr. 3.22) a ze znalosti hmotnosti
teˇlesa z´ıska´me rovnice momentove´ rovnova´hy. Na za´kladeˇ te´to rovnice mu˚zˇeme vypocˇ´ıtat
vzda´lenost polohy teˇzˇiˇsteˇ od osy ota´cˇen´ı:
Fm · l − Fg · x = 0
x = . . .
(3.1)
Jedno meˇrˇen´ı na´m urcˇ´ı jednu rovinu, ve ktere´ se teˇzˇiˇsteˇ nacha´z´ı. Meˇrˇen´ı proto pro-
vedeme pro trˇi r˚uzne´ polohy teˇlesa – polohu teˇzˇiˇsteˇ pak zjist´ıme jakozˇto pr˚usecˇ´ık trˇ´ı rovin.
1Prˇehled metod mj. cˇerpa´ z [7]
2Cˇerveneˇ jsou znacˇeny velicˇiny, ktere´ nezna´me, cˇerneˇ velicˇiny, ktere´ lze zmeˇrˇit cˇi dopocˇ´ıtat.
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Je zapotrˇeb´ı minimalizovat trˇen´ı v mı´steˇ podeprˇen´ı teˇlesa. Teˇleso nejle´pe podeprˇeme
dveˇma ostry´mi hroty, cˇ´ımzˇ vytvorˇ´ıme pozˇadovanou osu ota´cˇen´ı; v neˇktery´ch prˇ´ıpadech se
pouzˇ´ıvaj´ı specia´ln´ı bezdotykova´ lozˇiska.
Obr. 3.1: Na´kres vyvazˇovac´ı metody
Obr. 3.2: Sche´ma uvolneˇn´ı vyvazˇovac´ı metody
3.1.2. Metoda neˇkolika vah
Tato metoda vyuzˇ´ıva´ podobne´ho principu jako prˇedchoz´ı. Zkoumane´ teˇleso je ve trˇech
bodech podeprˇeno va´hami, prˇ´ıpadneˇ ve dvou bodech va´hami a v jednom bodeˇ ostry´m
hrotem. Analolgicky´mi vy´pocˇty jako v prˇ´ıpadeˇ rovnice 3.1 zjist´ıme dveˇ sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ
jakozˇto pr˚usecˇ´ık dvou rovin.
Pro vy´pocˇet trˇet´ı sourˇadnice je nutne´ prove´st dalˇs´ı meˇrˇen´ı – zkoumane´ teˇleso mu˚zˇeme
vhodny´m zp˚usobem otocˇit nebo mu˚zˇeme naklonit o urcˇity´ u´hel celou meˇrˇ´ıc´ı soustavu
a ze znalosti silovy´ch pomeˇr˚u a na za´kladeˇ nove´ silove´ rovnova´hy dopocˇ´ıtat chybeˇj´ıc´ı
sourˇadnici.
3.1.3. Metoda zaveˇsˇen´ı teˇlesa
Tato metoda nevyuzˇ´ıva´ zˇa´dne´ pevneˇ dane´ osy ota´cˇen´ı a syste´mu˚ vah. Zkoumane´ teˇleso
je volneˇ zaveˇsˇeno v jednom bodeˇ – tak, aby byla umozˇneˇna rotace okolo vodorovny´ch os.
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Teˇleso se usta´l´ı v poloze, ve ktere´ se jeho teˇzˇiˇsteˇ bude nacha´zet na svislici vedene´ z bodu
zaveˇsˇen´ı.
Takove´to meˇrˇen´ı provedeme nejme´neˇ dvakra´t, prˇicˇemzˇ pokazˇde´ zmeˇn´ıme bod zaveˇsˇen´ı
tak, aby meˇlo teˇleso po usta´len´ı jinou orientaci. Za teˇzˇiˇsteˇ povazˇujeme bod, ktery´ se
nacha´z´ı v pr˚usecˇ´ıku prˇ´ımek (svislic) vznikly´ch prˇi jednotlivy´ch zaveˇsˇen´ıch.
Pro u´chyt teˇlesa se nejcˇasteˇji pouzˇ´ıvaj´ı niteˇ prˇipevneˇne´ k r˚uzny´m konstrukcˇn´ım
prvk˚um teˇlesa. U teˇles neˇktery´ch tvar˚u lze pouzˇ´ıt i jiny´ postup: teˇleso nezaveˇsˇujeme pod
urcˇity´ bod, ale naopak teˇleso podeprˇeme jen v jednom bodeˇ a necha´me usta´lit v rov-
nova´zˇne´ poloze – hledane´ teˇzˇiˇsteˇ se pak bude nacha´zet na svislici nad bodem podeprˇen´ı.
Tento zp˚usob vsˇak lze pouzˇ´ıt jen tehdy, pokud lze podporu (ostry´ hrot) umı´stit tak, aby
se nacha´zela nad teˇzˇiˇsteˇm teˇlesa.
3.1.4. Metoda meˇrˇen´ı sil prˇi rotaci
Zkoumane´ teˇleso je roztocˇeno okolo svisle´ osy, a to tak, aby prˇedpokla´dana´ poloha teˇzˇiˇsteˇ
nelezˇela na ose ota´cˇen´ı. Silomeˇry meˇrˇ´ı reakce, ktere´ toto ota´cˇen´ı vyvola´va´ ve dvou lozˇisc´ıch
v r˚uzne´ vy´sˇce. Vznikle´ s´ıly zp˚usobuj´ı dveˇ velicˇiny – posun polohy teˇzˇiˇsteˇ mimo osu ota´cˇen´ı
a nevyva´zˇenost teˇlesa v˚ucˇi te´to ose.
Reakce jsou meˇrˇeny za r˚uzny´ch ota´cˇek. Analy´zou za´znamu nameˇrˇeny´ch sil z obou
lozˇisek urcˇ´ıme, jak velka´ cˇa´st reakce pocha´z´ı ze ktere´ slozˇky – slozˇka zp˚usobena´ posunut´ım
osy rotace mimo teˇzˇiˇsteˇ se projev´ı v obou lozˇisc´ıch se stejnou fa´z´ı, projev slozˇky zp˚usobene´
nevyva´zˇenost´ı bude mı´t na kazˇde´m lozˇisku fa´zi opacˇnou. Tato metoda je vhodna´ jen pro
mensˇ´ı teˇlesa, ktera´ neposˇkod´ı vznikle´ odstrˇedive´ s´ıly.
3.1.5. Metoda vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti
Zjistit polohu teˇzˇiˇsteˇ lze i prostrˇednictv´ım torzn´ıho kyvadla pouzˇ´ıvane´ho pro zjiˇst’ova´n´ı
moment˚u setrvacˇnosti (viz da´le). Pokud moment setrvacˇnosti zmeˇrˇ´ıme pro trˇi r˚uzne´ polohy
teˇlesa, lze z nameˇrˇeny´ch hodnot zjistit sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ. Vyuzˇ´ıva´ se prˇitom vlastnosti
momentu setrvacˇnosti, ktery´ je nejmensˇ´ı, pokud osa ota´cˇen´ı procha´z´ı teˇzˇiˇsteˇm.
3.2. Metody meˇrˇen´ı moment˚u setrvacˇnosti
Moment setrvacˇnosti je velicˇina charakterizuj´ıc´ı chova´n´ı teˇlesa prˇi rotaci – pro jeho meˇrˇen´ı
proto neexistuj´ı staticke´ metody, vzˇdy mus´ıme meˇrˇene´ teˇleso nechat rotovat. To lze
v principu dveˇma zp˚usoby – teˇleso bud’ necha´me rotovat okolo urcˇite´ osy a na´sledneˇ
meˇrˇ´ıme silove´ u´cˇinky vyvolane´ momentem setrvacˇnosti, nebo teˇleso necha´me vhodny´m
zp˚usobem ky´vat a meˇrˇ´ıme projevy momentu setrvacˇnosti na tomto kyvadle. K za´kladn´ım
postup˚um patrˇ´ı metoda torzn´ıho kyvadla, metoda fyzika´ln´ıho kyvadla spolu s variantami
v´ıcevla´knovy´ch za´veˇs˚u a metoda rotace.
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3.2.1. Metoda torzn´ıho kyvadla
Metoda je zalozˇena na meˇrˇen´ı periody vlastn´ıch kmit˚u torzn´ıho kyvadla. Zkoumane´ teˇleso
pevneˇ spoj´ıme s torzn´ım kyvadlem (tycˇ´ı, strunou cˇi vhodny´m dra´tem), necha´me je volmeˇ
kmitat a meˇrˇ´ıme periodu vlastn´ıho kmita´n´ı.
Dra´t, ktery´ je vychy´leny´ z rovnova´zˇne´ polohy o u´hel ϕ, p˚usob´ı proti deformaci
momentem [11]:
M = −D ϕ (3.2)
kde D je direkcˇn´ı moment torzn´ıho kyvadla (dra´tu) charakterizuj´ıc´ı dane´ torzn´ı kyvadlo3.
Za´vis´ı na de´lce kroucene´ho vla´kna, jeho polomeˇru a modulu pruzˇnosti ve smyku materia´lu,
ze ktere´ho je torzn´ı kyvadlo vyrobeno4. Pohybova´ rovnice (netlumeny´ch) torzn´ıch kmit˚u
ma´ tvar:
I α = −D ϕ −→ ϕ¨+ D
I
ϕ = 0 (3.3)
kde I prˇedstavuje moment setrvacˇnosti vzhledem k ose torzn´ıho kmita´n´ı. Vztah 3.3 od-
pov´ıda´ diferencia´ln´ı rovnici harmonicke´ho kmita´n´ı [13] ve tvaru
q¨ +
k
m
q = 0 (3.4)
Vlastn´ı frekvence netlumene´ho kmita´n´ı torzn´ıho kyvadla Ω0 je rovna
Ω0 =
√
D
I
(3.5)
Dosazen´ım vztahu Ω0 = 2pi/T , kde T je perioda vlastn´ıch kmit˚u torzn´ıho kyvadla, a
u´pravou dosta´va´me
T = 2pi
√
I
D
(3.6)
Nyn´ı mu˚zˇeme vyja´drˇit vztah pro vy´pocˇet momentu setrvacˇnosti ze zna´me´ periody (netlu-
mene´ho) kmita´n´ı:
I = T 2
D
4 pi2
(3.7)
Pokud meˇrˇ´ıme periodu skutecˇne´ho kyvadla, je nutne´ prove´st korekci na nulovy´
u´tlum. Pohybova´ rovnice 3.3 neuvazˇuje tlumen´ı, tedy prˇedpokla´da´, zˇe se vesˇkera´ ener-
gie kyvadla plynule meˇn´ı z kineticke´ v potencia´ln´ı a zpeˇt. U skutecˇne´ho kyvadla vsˇak
docha´z´ı k disipaci energie vlivem vnitrˇn´ıho trˇen´ı, vzdusˇne´ho odporu a nedokonale´ tuhosti
soucˇa´st´ı. V pohybove´ rovnici tlumene´ho kyvadla se obvykle prˇedpokla´da´, zˇe je tlumen´ı
prˇ´ımo u´meˇrne´ okamzˇite´ rychlosti [22]. Pohybova´ rovnice tlumene´ho kmita´n´ı potom vy-
pada´:
ϕ¨+ 2b ϕ˙+
D
I
ϕ = 0 (3.8)
3Vztah 3.2 plat´ı, pokud nen´ı prˇekrocˇena mez u´meˇrnosti (tzn. plat´ı Hook˚uv za´kon).
4Direkcˇn´ı moment se obvykle zjiˇst’uje experimenta´lneˇ – pouzˇit´ım vztah˚u 3.7 a 3.12 a srovna´n´ım s re-
ferencˇn´ım teˇlesem, u ktere´ho je moment setrvacˇnosti zna´my´ naprˇ. z vy´pocˇt˚u.
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kde b je soucˇinitel u´tlumu; je povazˇova´n za konstantu. Da´le se zava´d´ı velicˇina logaritmicky´
dekrement ϑ:
ϑ = b Ts = ln
(
At
At+Ts
)
(3.9)
kde At a At+Ts jsou dveˇ amplitudy tlumene´ho kmita´n´ı vzda´lene´ o sebe o periodu tlu-
mene´ho kmita´n´ı Ts.
Soucˇinitel u´tlumu b lze vyja´drˇit z rovnice 3.9. Pro u´hlovou frekvenci skutecˇne´ho
tlumene´ho kmita´n´ı se soucˇinitelem u´tlumu b plat´ı [22]:
Ωs =
√
Ω20 − b2 (3.10)
Odsud lze vyja´drˇit vztah pro vy´pocˇet periody odpov´ıdaj´ıc´ı netlumene´mu vlastn´ımu kmita´n´ı,
neboli vztah pro korekci periody kyvu na nulove´ tlumen´ı:
T0 =
√
T 2s 4pi
2
4pi2 + T 2s b
2
(3.11)
Prˇi realizaci meˇrˇen´ı umı´st´ıme obvykle teˇleso tak, aby osa torzn´ıho kyvadla procha´zela
teˇzˇiˇsteˇm. Meˇrˇ´ıme periodu tlumene´ho kmita´n´ı Ts a soucˇinitel u´tlumu b. Prostrˇednictv´ım
vztahu 3.11 provedeme korekci a periodu netlumene´ho kmita´n´ı T0 dosad´ıme do vztahu
3.7. Analogicky lze meˇrˇit moment setrvacˇnosti nikoli zaveˇsˇen´ım samotne´ho teˇlesa, ale
umı´steˇn´ım teˇlesa na vhodny´ torzneˇ kmitaj´ıc´ı ra´m. V takove´m prˇ´ıpadeˇ plat´ı vztah:
Ic = Ir + It (3.12)
kde Ic je moment setrvacˇnosti soustavy teˇleso + ra´m, Ir moment setrvacˇnosti ra´mu a
It moment setrvacˇnosti meˇrˇene´ho teˇlesa. Firma Space Eletronics k meˇrˇen´ı moment˚u se-
trvacˇnosti touto metodou pouzˇ´ıva´ [7] zvla´sˇtn´ıho zarˇ´ızen´ı (viz obr. 3.3). Soucˇa´st je zde
Obr. 3.3: Sche´ma meˇrˇicˇe momentu setrvacˇnosti firmy Space Electronics
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umı´steˇna na podlozˇce, ktera´ osciluje spolu s teˇlesem. Periodu meˇrˇ´ı fotoelektricky´ cˇasovy´
senzor, bezkontaktn´ı vzduchove´ lozˇisko minimalizuje trˇen´ı a udrzˇuje osu oscilace ve sta´le´
poloze.
3.2.2. Metoda ky´va´n´ı fyzika´ln´ıho kyvadla
Metoda je zalozˇena na podobne´m principu, teˇleso vsˇak neosciluje torzneˇ, ale okolo vo-
dorovne´ osy. Teˇleso ky´vaj´ıc´ı se okolo vodorovne´ osy d´ıky vlastn´ı t´ıze se nazy´va´ fyzika´ln´ı
kyvadlo. Na obr. 3.4 jsou zna´zorneˇny s´ıly, ktere´ na kyvadlo p˚usob´ı. Teˇleso uvoln´ıme v˚ucˇi
osa´m ve smeˇru norma´ly a tecˇny pohybu.
Obr. 3.4: Odvozen´ı pohybovy´ch rovnic fyzika´ln´ıho kyvadla
n : m an = Fl − Fg cosϕ (3.13)
t : m at = −Fg sinϕ (3.14)
M : I α = −Fg sinϕ · l (3.15)
Po dosazen´ı za Fg dostaneme [8] pohybovou rovnici fyzika´ln´ıho kyvadla:
ϕ¨+
m g l
I
sinϕ = 0 (3.16)
kde I je moment setrvacˇnosti teˇlesa v˚ucˇi ose ky´va´n´ı a ϕ okamzˇita´ u´hlova´ vy´chylka kyvadla.
Jedna´ se o nelinea´rn´ı obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnici druhe´ho rˇa´du, kterou mus´ıme rˇesˇit
numericky [9] – a toto rˇesˇen´ı je pomeˇrneˇ na´rocˇne´.
Rˇesˇen´ı takove´to rovnice se proto obvykle uda´va´ pro male´ hodnoty amplitudy kyvu,
kdy lze kmita´n´ı povazˇovat za harmonicke´. Protozˇe plat´ı
lim
ϕ→0
(
sinϕ
ϕ
)
= 1 (3.17)
pokla´da´ se pro u´hly ϕ < 5◦
sinϕ
.
= ϕ (3.18)
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V takove´m prˇ´ıpadeˇ rovnice 3.15 prˇejde na tvar
ϕ¨+
m g l
I
ϕ = 0 (3.19)
Takovy´to tvar je analogicky´ k rovnici 3.3, prˇicˇemzˇ i zde se zava´d´ı pojem direkcˇn´ı moment
D = mgl. Opeˇt se jedna´ o rovnici netlumeny´ch harmonicky´ch kmit˚u (rovnice 3.4). Vlastn´ı
frekvence kmita´n´ı Ω0 je rovna
Ω0 =
√
m g l
I
(3.20)
Pro periodu vlastn´ıho (netlumene´ho) kmita´n´ı T z´ıska´va´me
T = 2 pi
√
I
m g l
(3.21)
kde m je hmotnost zkoumane´ho teˇlesa a l vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy ota´cˇen´ı. U´pravou pak
dostaneme:
I = T 2
m g l
4 pi2
(3.22)
Vztah se pouzˇ´ıva´ pro u´hly ϕ < 5◦. Analogicky se zava´d´ı logaritmicky´ dekrement a prova´d´ı
se korekce na nulove´ tlumen´ı jako v prˇ´ıpadeˇ torzn´ıho kyvadla5:
T0 =
√
T 2s 4pi
2
4pi2 + T 2s b
2
(3.23)
Ze zmeˇrˇene´ periody tlumene´ho kyvadla Ts a soucˇinitele u´tlumu b spocˇ´ıta´me odpov´ıdaj´ıc´ı
periodu netlumene´ho kmita´n´ı T0, kterou dosad´ıme do vztahu 3.22. Diferencia´ln´ı rovnice
fyzika´ln´ıho tlumene´ho kyvadla ma´ tvar:
ϕ¨+ 2b ϕ˙+
m g l
I
sinϕ = 0 (3.24)
resp. v prˇ´ıpadeˇ uvazˇova´n´ı zjednodusˇen´ı sinϕ
.
= ϕ:
ϕ¨+ 2b ϕ˙+
m g l
I
ϕ = 0 (3.25)
Amplituda kyvu ϕm je tedy funkc´ı cˇasu. Ve skutecˇnosti nen´ı konstantn´ı ani perioda
kmitu T ; je funkc´ı pra´veˇ amplitudy ϕm. Kmita´n´ı fyzika´ln´ıho kyvadla nen´ı harmonicke´,
za harmonicke´ se obvykle povazˇuje jen oblast pro male´ amplitudy. Z limity 3.17 je videˇt,
zˇe s klesaj´ıc´ı amplitudou ϕm pohybova´ rovnice fyzika´ln´ıho kyvadla 3.16 prˇecha´z´ı ve zjed-
nodusˇeny´ tvar 3.19, tzn. zveˇtsˇuje se prˇesnost zjednodusˇeny´ch vztah˚u. Mu˚zˇeme proto psa´t
I = lim
ϕm→0
[T (ϕm)]
2 m g l
4 pi2
(3.26)
Prˇi meˇrˇen´ı je proto nezbytne´ udrzˇovat amplitudu kyvu pokud mozˇno co nejmensˇ´ı. Na
druhou stranu tento pozˇadavek cˇin´ı obt´ızˇneˇjˇs´ım meˇrˇen´ı periody.
5I u te´to redukce se prˇedpokla´da´, zˇe je soucˇinitel u´tlumu konstantn´ı – tento prˇedpoklad bude da´le
rozebra´n v kapitole 7.4.4.
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3.2.3. Metoda v´ıcevla´knovy´ch za´veˇs˚u
Tato metoda (resp. skupina metod) takte´zˇ vyuzˇ´ıva´ ky´va´n´ı teˇlesa p˚usoben´ım gravitace.
Teˇleso je zaveˇsˇeno ve v´ıce nezˇ jednom bodeˇ.
V prˇ´ıpadeˇ dvouvla´knove´ho za´veˇsu se stejnou de´lkou vla´ken teˇleso nevykona´va´ rotacˇ-
n´ı, ale pouze translacˇn´ı pohyb – trajektori´ı tvorˇ´ı cˇa´st kruzˇnice. V pohybove´ rovnici proto
nefiguruje cˇlen sinϕ, ktery´ zaprˇicˇinil nelinearitu pohybove´ rovnice u fyzika´ln´ıho kyvadla.
Rˇesˇen´ı je proto jednodusˇsˇ´ı. Obdobneˇ se pouzˇ´ıvaj´ı v´ıcevla´knove´ za´veˇsy k torzn´ım kmit˚um.
Obvykle u teˇchto metod by´va´ problematicka´ prakticka´ realizace. Je obt´ızˇne´ zajistit,
aby teˇleso vykona´valo vy´hradneˇ ten pohyb, ktery´ uvazˇujeme v pohybovy´ch rovnic´ıch.
3.2.4. Metoda rotace
U te´to metody se meˇrˇene´ teˇleso nenecha´ ky´vat, ale rozta´cˇ´ı se p˚usoben´ım konstantn´ıho
momentu. Jako za´klad se uzˇ´ıva´ jednoducha´ pohybova´ rovnice:
Mt = Iα (3.27)
Mozˇne´ usporˇa´da´n´ı meˇrˇen´ı [1] ukazuje obra´zek 3.5. Za´vazˇ´ı hmotnosti m p˚usob´ı prˇes
strunu na c´ıvku na polomeˇru r a rozta´cˇ´ı tak meˇrˇene´ teˇleso (vcˇetneˇ prˇ´ıpadne´ho ra´mu)
konstantn´ım momentem Mt = mg r. Je meˇrˇeno u´hlove´ zrychlen´ı α
6. Ze vztahu 3.27 pak
lze dopocˇ´ıtat moment setrvacˇnosti I v˚ucˇi ose rotace. Vztah neuvazˇuje ztra´ty zp˚usobene´
trˇen´ım, vzdusˇny´m odporem atd., je proto nezbytne´ prova´deˇt korekce.
Obr. 3.5: Usporˇa´da´n´ı meˇrˇen´ı metodou rotace.
6K meˇrˇen´ı zrychlen´ı se pouzˇ´ıva´ naprˇ´ıklad opticka´ za´vora. Jej´ı princip je vcˇetneˇ uka´zky popsa´n v ka-
pitole 7.4.1
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Metoda zaveˇsˇen´ı popsana´ v kapitole 3.1.3 se poty´ka´ se za´sadn´ım proble´mem –
je obt´ızˇne´ prˇi kazˇde´m zaveˇsˇen´ı urcˇovat sourˇadny´ syste´m, pokud je spojeny´ s meˇrˇeny´m
teˇlesem, prˇ´ıpadneˇ zjiˇst’ovat polohu teˇlesa v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu spojene´mu se zemı´.
Proto se prˇi meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´st´ı nejcˇasteˇji pouzˇ´ıva´ neˇktera´ z metod, kde po-
lohu teˇzˇiˇsteˇ urcˇuje silova´ rovnova´ha (obr. 3.2). V te´to kapitole bude uka´za´no, jak lze tento
proble´m metody zaveˇsˇen´ı vyrˇesˇit.
Meˇrˇit polohu teˇlesa lze kontaktneˇ cˇi bezkontaktneˇ. Pokud vsˇak chceme teˇleso zaveˇsit
v jednom bodeˇ a meˇrˇit jeho polohu v˚ucˇi svislici procha´zej´ıc´ı bodem zaveˇsˇen´ı, kontakt
meˇrˇidla s takto zaveˇsˇeny´m teˇlesem znehodnot´ı pozˇadovany´ vy´sledek. Z tohoto d˚uvodu je
nezbytne´ pouzˇ´ıt takovy´ zp˚usob urcˇen´ı polohy, ktery´ polohu zaveˇsˇene´ho teˇlesa neovlivnˇuje.
Bezkontaktn´ım meˇrˇen´ım polohy se zaby´va´ obor fotogrammetrie.
4.1. Za´kladn´ı principy fotogrammetrie
Fotogrammetrie1 je technika meˇrˇen´ı dvourozmeˇrny´ch cˇi trˇ´ırozmeˇrny´ch objekt˚u, ktera´
vyuzˇ´ıva´ jako sv˚uj za´klad fotografie2. Meˇrˇeny´ objekt je nejprve vhodny´m zp˚usobem nafocen
a posle´ze z tohoto souboru fotografiı urcˇity´ algoritmus vypocˇ´ıta´ polohu bod˚u teˇlesa, 3D
mapu apod. Fotogrammetrie se pouzˇ´ıva´ zejme´na pro tvorbu topograficky´ch map, v tech-
nice se pomoc´ı n´ı meˇrˇ´ı naprˇ´ıklad deformace karoserie prˇi crash testech. Za jej´ı hlavn´ı
prˇednosti lze povazˇovat prˇedevsˇ´ım vysokou prˇesnost a skutecˇnost, zˇe se jedna´ o bezkon-
taktn´ı metodu.
Fotogrammetricky´ syste´m se obvykle skla´da´ z dvou kl´ıcˇovy´ch prvk˚u – kvalitn´ıho
fotoapara´tu a pocˇ´ıtacˇe s prˇ´ıslusˇny´m softwarem. Da´le syste´m doplnˇuj´ı prˇedmeˇty prˇesny´ch
rozmeˇr˚u slouzˇ´ıc´ı ke kalibraci syste´mu (kalibracˇn´ı tycˇe), soubor referencˇn´ıch bod˚u a dalˇs´ı
prˇ´ıpadne´ prˇ´ıslusˇenstv´ı.
Za´kladn´ı princip, ktere´ho fotogrammetrie vyuzˇ´ıva´, se nazy´va´ triangulace. Samo-
statna´ fotografie obsahuje pouze dvourozmeˇrnou informaci o meˇrˇene´m objektu, proto je
k meˇrˇen´ı nutne´ z´ıskat nejme´neˇ dveˇ fotografie z r˚uzny´ch pozic. Syste´m z nich umı´ spocˇ´ıtat
tzv. paprsky spojuj´ıc´ı body na objektu s fotoapara´tem a na´sledneˇ i 3D sourˇadnice teˇchto
bod˚u3. Syste´m za´rovenˇ potrˇebuje prove´st tzv. resekci, neboli zjistit prˇesnou polohu fotoa-
para´tu a jeho orientaci v okamzˇiku focen´ı. Z tohoto d˚uvodu a kv˚uli redukci neprˇesnost´ı se
obvykle vyuzˇ´ıva´ v´ıce nezˇ dvou fotografiı. Zpravidla se prˇi vy´pocˇtech neuvazˇuj´ı rozmeˇrove´
1Obecne´ informace o fotogrammetrii cˇerpaj´ı z [4] a [5].
2Principia´lneˇ se vsˇak mu˚zˇe jednat i naprˇ´ıklad o skeny apod.
3Jedna´ se o podobny´ princip, na jake´m pracuje lidsky´ zrak. Mozek z dvou r˚uzny´ch pohled˚u (”fotografiı”
ocˇ´ı) doka´zˇe urcˇit nejen 2D rozmeˇry, ale i vzda´lenost prˇedmeˇt˚u.
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jednotky. Syste´m proto potrˇebuje zna´t prˇesnou vzda´lenost minima´lneˇ dvou bod˚u, ktere´
mu pomohou urcˇit meˇrˇ´ıtko vy´pocˇt˚u; k tomu slouzˇ´ı kalibracˇn´ı tycˇe zna´my´ch rozmeˇr˚u.
4.2. Fotogrammetricky´ syste´m Tritop
Fotogrammetricky´ syste´m Tritop vyv´ıj´ı firma GOM – Gesellschaft fu¨r Optische Mess-
technik. Slouzˇ´ı k prˇesne´mu meˇrˇen´ı prostorovy´ch sourˇadnic bod˚u na objektu. Bude pouzˇit
v te´to pra´ci jako hlavn´ı prostrˇedek k urcˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´st´ı.
Syste´m Tritop4 tvorˇ´ı neˇkolik cˇa´st´ı (viz obr. 4.1): digita´ln´ı fotoapara´t s pevnou oh-
niskovou vzda´lenost´ı, prstencovy´ blesk, sada ko´dovany´ch referencˇn´ıch bod˚u, sada neko´do-
vany´ch referencˇn´ıch bod˚u, certifikovane´ kalibracˇn´ı tycˇe a pocˇ´ıtacˇ s nainstalovany´m soft-
warem, ktery´ prova´d´ı vy´pocˇty.
Samotne´ meˇrˇen´ı prob´ıha´ ve cˇtyrˇech za´kladn´ıch kroc´ıch. Nejprve mus´ıme teˇleso prˇi-
pravit k meˇrˇen´ı – oznacˇit je tzv. neko´dovany´mi referencˇn´ımi body a vhodneˇ do jeho
bl´ızkosti umı´stit ko´dovane´ referencˇn´ı body a kalibracˇn´ı tycˇe. Pote´ je nutne´ vyfotit do-
statecˇne´ mnozˇstv´ı fotografiı podle urcˇity´ch pravidel, na´sledneˇ nafocena´ data prˇeve´st do
PC, ktere´ provede vy´pocˇty. Posledn´ım krokem je postprocessing, tedy zpracova´n´ı nameˇ-
rˇeny´ch sourˇadnic podle potrˇeby. Typicky´ postup pra´ce popisuje kapitola 4.4.
Obr. 4.1: Syste´m Tritop. Pocˇ´ıtacˇ, fotoapara´t s bleskem, kalibracˇn´ı tycˇe, sady ko´dovany´ch
a neko´dovany´ch bod˚u, pameˇt’ove´ me´dium.
4Vesˇkere´ informace o syste´mu Tritop cˇerpaj´ı z [27] a [28].
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4.3. Formulace d´ılcˇ´ıch proble´mu˚ a jejich rˇesˇen´ı
Za´kladn´ı mysˇlenka je jednoducha´ – potrˇebujeme neˇkolikra´t zaveˇsit meˇrˇenou soucˇa´st a
pokazˇde´ zjistit orientaci soucˇa´sti a svislice procha´zej´ıc´ı bodem zaveˇsˇen´ı. Problematiku
lze rozdeˇlit do trˇ´ı cˇa´st´ı: potrˇebujeme vhodneˇ zvolit sourˇadny´ syste´m a na´sledneˇ po-
psat vza´jemnou polohu soucˇa´sti a svislice z bodu zaveˇsˇen´ı v˚ucˇi tomuto sourˇadne´mu
syste´mu. Pote´, co uskutecˇn´ıme a zmeˇrˇ´ıme jednotliva´ zaveˇsˇen´ı, potrˇebujeme z rovnic jed-
notlivy´ch svislic vypocˇ´ıtat polohu teˇzˇiˇsteˇ.
4.3.1. Volba sourˇadne´ho syste´mu
Jako nejvy´hodneˇjˇs´ı se ukazuje spojit sourˇadny´ syste´m prˇ´ımo s meˇrˇeny´m teˇlesem. Za´kladn´ı
metoda, kterou pouzˇ´ıva´ Tritop pro definova´n´ı sourˇadne´ho syste´mu, je tzv. 3-2-1 transfor-
mace, u ktere´ zada´va´me postupneˇ trˇi, dva a jeden bod lezˇ´ıc´ı ve trˇech rovina´ch tvorˇeny´ch
osami. Cˇasto je nezbytne´ tyto body nejprve vytvorˇit – naprˇ´ıklad u va´lcove´ho teˇlesa
prokla´da´n´ım nale´zt dva body lezˇ´ıc´ı na jeho ose apod.
4.3.2. Urcˇen´ı rovnice svislice
Potrˇebujeme urcˇit rovnici svislice, tedy rovnici prˇ´ımky vedouc´ı ve smeˇru p˚usoben´ı gra-
vitacˇn´ı s´ıly a procha´zej´ıc´ı bodem za´veˇsu. Syste´m Tritop nab´ız´ı vedle meˇrˇen´ı polohy
ko´dovany´ch a neko´dovany´ch bod˚u i zjiˇst’ova´n´ı polohy tzv. features. Umı´ nale´zt naprˇ. rucˇneˇ
kreslenou cˇa´ru nebo hranu. Pro nasˇe potrˇeby ma´ vy´znam mozˇnost rozpoznat Pipe or Con-
trast Line – neboli ”trubky” (a kontrastn´ı cˇa´ry). Pokud teˇleso zaveˇs´ıme na dostatecˇneˇ
dlouhe´ vla´kno (nit’ nebo ohebny´ dra´t), bude mı´t toto vla´kno svisly´ smeˇr a prˇ´ımka j´ım
procha´zej´ıc´ı bude procha´zet i hledany´m teˇzˇiˇsteˇm. Z pohledu Tritopu nen´ı vla´kno nicˇ´ım
jiny´m nezˇ velmi tenkou trubkou, u ktere´ sourˇadnice polohy umı´ urcˇit.
Kazˇde´ teˇleso zaveˇs´ıme na nit’ nebo dostatecˇneˇ pevny´ a za´rovenˇ ohebny´ dra´t. Pomoc´ı
prˇ´ıkazu Pipe or Contrast Line Tritop toto vla´kno rozpozna´ – vytvorˇ´ı soubor mnoha bod˚u,
ktere´ lezˇ´ı ve strˇedech pr˚urˇez˚u po cele´ de´lce niteˇ. Vznikly´mi body lze prolozˇit prˇ´ımku, ktera´
odpov´ıda´ hledane´ svislici.
4.3.3. Vy´pocˇet polohy teˇzˇiˇsteˇ z rovnic prˇ´ımek
Jako vy´sledek kazˇde´ho zaveˇsˇen´ı teˇlesa dostaneme prˇ´ımku – svislici procha´zej´ıc´ı ve svisle´m
smeˇru bodem za´veˇsu, resp. z´ıska´me dvojici bod˚u, ktere´ tuto svislici definuj´ı (viz da´le).
Vsˇechny svislice by se teoreticky meˇly prot´ınat v jednom bodeˇ – teˇzˇiˇsti. Stacˇily by na´m
tak jen svislice ze dvou zaveˇsˇen´ı a polohu teˇzˇiˇsteˇ bychom urcˇili jako pr˚usecˇ´ık r˚uznobeˇzˇek.
Ve skutecˇnosti tomu tak vsˇak nen´ı – kv˚uli neprˇesnostem meˇrˇen´ı se nejedna´ o r˚uznobeˇzˇky,
ale o mimobeˇzˇky. Za teˇzˇiˇsteˇ proto oznacˇ´ıme bod, ktery´ ma´ od obou prˇ´ımek nejmensˇ´ı
vzda´lenost – takovy´ bod bude lezˇet uprostrˇed prˇ´ıcˇky teˇchto mimobeˇzˇek.
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Necht’ maj´ı parametricke´ rovnice prˇ´ımek (svislic) tvary
P1 = [Ax, Ay, Az] + t1 (s1x, s1y, s1z) (4.1)
P2 = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z) , (4.2)
kde A = (Ax, Ay, Az) je sourˇadnice jednoho bodu dane´ prˇ´ımky a (s1x, s1y, s1z) jej´ı smeˇrnice
a B = (Bx, By, Bz) a (s2x, s2y, s2z) tote´zˇ pro druhou svislici.
Potom bude mı´t prˇ´ıcˇka smeˇrovy´ vektor (spx, spy, spz) kolmy´ na obeˇ prˇ´ımky. Z´ıska´me
jej vektorovy´m soucˇinem smeˇrovy´ch vektor˚u prˇ´ımek:
(spx, spy, spz) = (s1x, s1y, s1z)× (s2x, s2y, s2z) (4.3)
Prˇ´ıcˇka bude mı´t parametricky´ tvar
[Ax, Ay, Az] + t1 (s1x, s1y, s1z) = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z) + tp (spx, spy, spz) (4.4)
Cozˇ je v podstateˇ soustava trˇ´ı rovnic s nezna´my´mi parametry t1 a t2 a tp. Rˇesˇen´ım
soustavy a dosazen´ım parametr˚u t1 a t2 do rovnic 4.1 a 4.2 z´ıska´me dva krajn´ı body
prˇ´ıcˇky. Hledane´ teˇzˇiˇsteˇ, neboli bod lezˇ´ıc´ı v nejmensˇ´ı vzda´lenosti od obou prˇ´ımek, se bude
nacha´zet ve strˇedu mezi teˇmito body.
Pokud provedeme v´ıce nezˇ dveˇ zaveˇsˇen´ı, bude kazˇde´ dvojici prˇ´ımek odpov´ıdat jedna
vypocˇtena´ d´ılcˇ´ı poloha teˇzˇiˇsteˇ. Pro n zaveˇsˇen´ı dosta´va´me n·(n− 1) /2 vypocˇteny´ch d´ılcˇ´ıch
poloh teˇzˇiˇsteˇ. Jako celkovy´ vy´sledek oznacˇ´ıme pr˚umeˇrnou hodnotu z teˇchto d´ılcˇ´ıch poloh.
Vzhledem k rozsa´hlosti vy´pocˇt˚u, ktere´ je trˇeba prove´st prˇed vypocˇten´ım polohy
teˇzˇiˇsteˇ, byl vytvorˇen program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 v programovac´ım jazyce Delphi. Podrobnosti
o jeho funkci se nale´zaj´ı v kapitole 4.5.
4.4. Postup meˇrˇen´ı jednoho zaveˇsˇen´ı syste´mem Tritop
4.4.1. Prˇ´ıprava meˇrˇen´ı
Aby bylo mozˇne´ meˇrˇenou soucˇa´st vhodneˇ zaveˇsit, byl vyroben vy´sˇkoveˇ stavitelny´ sto-
jan (obr. 4.2). Jako vla´kno zaveˇsˇen´ı lze zvolit naprˇ. cˇernou rezˇnou nit; pokud je teˇleso
hmotneˇjˇs´ı, pouzˇijeme dostatecˇneˇ pruzˇny´ dra´t. Dra´t nesmı´ na sobeˇ mı´t zlomy – pokud jej
napneme, mus´ı mı´t tvar prˇ´ımky. Osveˇdcˇilo se pouzˇ´ıt obycˇejnou kytarovou strunu; hod´ı
se jej´ı kovove´ poutko na konci, d´ıky ktere´mu mu˚zˇeme snadno vytvorˇit smycˇku vhodnou
k uchycen´ı teˇlesa.
Samotnou soucˇa´st na´sledneˇ oznacˇ´ıme neko´dovany´mi referencˇn´ımi body. Du˚lezˇite´
jsou prˇedevsˇ´ım plochy, ktere´ budou pozdeˇji definovat sourˇadny´ syste´m (viz da´le). U velmi
maly´ch prˇedmeˇt˚u by teoreticky mohla hmotnost teˇchto pap´ırovy´ch na´lepek ovlivnit i po-
lohu teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa. U soucˇa´st´ı podvozk˚u vozidel, na ktere´ se zameˇrˇuje tato pra´ce, vsˇak
mu˚zˇeme jejich vliv zanedbat.
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Nyn´ı teˇleˇso zaveˇs´ıme pomoc´ı vla´kna na stojan. Protozˇe teˇleso takto budeme zaveˇsˇovat
neˇkolikra´t, je vhodne´ dodrzˇovat urcˇita´ pravidla. Potrˇebujeme, aby jednotlive´ svislice, ktere´
vzniknou jednotlivy´mi zaveˇsˇen´ımi, nebyly vza´jemneˇ rovnobeˇzˇne´, resp. aby se u´hel mezi
libovolnou dvojic´ı pokud mozˇno co nejv´ıce bl´ızˇil 90◦. Body na teˇlese, ve ktery´ch teˇleso
zaveˇsˇujeme, vol´ıme s ohledem na tento pozˇadavek.
V tomto okamzˇiku se pravdeˇpodobneˇ objev´ı dalˇs´ı d´ılcˇ´ı proble´m. Soucˇa´st zaveˇsˇena´
na vla´kneˇ je velmi nestabiln´ı, a to z hlediska rotace okolo svislice zaveˇsˇen´ı. Syste´m Tritop
vyzˇaduje, aby se poloha jednotlivy´ch bod˚u beˇhem meˇrˇen´ı nemeˇnila – volneˇ zaveˇsˇene´ teˇleso
vsˇak v´ıce cˇi me´neˇ rotuje; a pokud se usta´l´ı, stacˇ´ı slaby´ proud vzduchu, aby se vychy´lilo
– cozˇ meˇrˇen´ı znemozˇn´ı. Z toho d˚uvodu potrˇebujeme jeden stupenˇ volnosti (rotaci okolo
svisle´ osy) odebrat. Lze tak ucˇinit zaprˇen´ım teˇlesa o oporu spojenou se zemı´, ovsˇem jen
za podmı´nky, zˇe tato opora zamezuje vy´hradneˇ rotaci a nevychyluje soucˇa´st z rovnova´zˇne´
polohy. Opora by se meˇla teˇlesa doty´kat na pokud mozˇno co nejveˇtsˇ´ım rameni od svis-
lice zaveˇsˇen´ı. Mozˇne´ rˇesˇen´ı ukazuje obr. 4.2. Vy´sledky meˇrˇen´ı na soucˇa´stech uka´zaly, zˇe
prˇ´ıpadne´ zkreslen´ı vznikle´ touto oporou lze zanedbat.
Kromeˇ toho je vhodne´ volit bod zaveˇsˇen´ı tak, aby se nacha´zel pokud mozˇno co
nejda´le od prˇepokla´dane´ polohy teˇzˇiˇsteˇ – pokud se nacha´z´ı prˇ´ıliˇs bl´ızko, je moment gra-
vitacˇn´ı s´ıly, ktery´ udrzˇuje teˇleso v rovnova´zˇne´ poloze, prˇ´ıliˇs maly´ a zaveˇsˇene´ teˇleso se
Obr. 4.2: Stojan, ktery´ slouzˇ´ı k zaveˇsˇen´ı teˇlesa pro potrˇeby meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti.
Za vla´knem (nit´ı) je na flexibiln´ım rameni upevneˇno b´ıle´ pozad´ı.
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Obr. 4.3: Detail za´veˇsu stojanu.
stane nestabiln´ım, cozˇ zp˚usob´ı obdobne´ proble´my jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Vhodnou
volbou bodu zaveˇsˇen´ı lze tyto proble´my omezit.
Da´le potrˇebujeme zajistit takove´ podmı´nky, aby syste´m Tritop doka´zal s dostatecˇnou
prˇesnost´ı rozpoznat polohu vla´kna. Tritop vla´kno (resp. Pipe or Contrast Line) rozezna´va´
na za´kladeˇ kontrastu oproti okol´ı. Vyzˇaduje, aby vla´kno meˇlo cˇernou barvu a pozad´ı b´ılou
(nebo naopak). Samotne´ vla´kno je tedy vhodne´ natrˇ´ıt na cˇerno a v teˇsne´ bl´ızkosti za neˇ
umı´stit b´ıle´ pozad´ı. Jedno z mozˇny´ch rˇesˇen´ı, jak toho doc´ılit, ukazuje obr. 4.2; b´ıle´ pozad´ı
– pap´ır – je upevneˇn na rameni, ktere´ umozˇnˇuje meˇnit jeho polohu.
Nakonec je nezbytne´ rozmı´stit do okol´ı stojanu kalibracˇn´ı tycˇe a ko´dovane´ referencˇn´ı
body. Tritop potrˇebuje, aby se na kazˇde´ fotografii nacha´zelo minima´lneˇ peˇt ko´dovany´ch
bod˚u a za´rovenˇ aby se kazˇdy´ ko´dovany´ bod nacha´zel nejme´neˇ na trˇech fotografiıch [28].
Proto je trˇeba body rozmı´stit tak, aby se objevily na co nejv´ıce fotografiıch a za´rovenˇ aby
neexistoval pohled, ve ktere´m by jich byl nedostatek. Mozˇne´ rˇesˇen´ı zobrazuje obr. 4.2.
4.4.2. Fotografova´n´ı zaveˇsˇene´ soucˇa´sti
Prˇi fotografova´n´ı zaveˇsˇene´ soucˇa´sti je nutne´ dodrzˇovat pravidla uvedena´ v [27] a [28]. Nej-
prve provedeme kalibracˇn´ı sn´ımky – cˇtyrˇi sn´ımky otocˇene´ vzˇdy o 90 stupnˇ˚u. Pote´ vyfot´ıme
se´rii sn´ımk˚u stojanu i soucˇa´sti. Pozornost se mus´ı zameˇrˇovat prˇedevsˇ´ım na body, ktere´
budou definovat sourˇadny´ syste´m, a na vla´kno zaveˇsˇen´ı. Fotografie by meˇly meˇrˇeny´ ob-
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jekt pokud mozˇno rovnomeˇrneˇ obklopovat – vy´robce doporucˇuje, aby fotografuj´ıc´ı meˇrˇeny´
objekt obcha´zel a fotil sn´ımky ve trˇech r˚uzny´ch vy´sˇkovy´ch rovina´ch.
V te´to pra´ci bylo fotografova´no digita´ln´ı zrcadlovkou Fuji S2 Pro s objektivem Nik-
kor s pevnou ohniskovou vzda´lenost´ı f = 24 mm prˇi citlivosti ISO 400, cloneˇ 11 a cˇasu
za´veˇrky 1/125 s.
4.4.3. Zpracova´n´ı vy´sledk˚u v pocˇ´ıtacˇi
Zpracova´n´ı fotografiı prob´ıha´ v software doda´vane´m spolu se syste´mem Tritop5. Nejprve
je nutne´ vytvorˇit novy´ projekt – definujeme pouzˇite´ kalibracˇn´ı tycˇe, sadu ko´dovany´ch
referencˇn´ıch bod˚u a parametry pouzˇite´ho fotoapara´tu. Pote´, pokud kvalita nafoceny´ch
fotografiı dostacˇuje, na jejich za´kladeˇ Tritop vypocˇ´ıta´ polohu jednotlivy´ch referencˇn´ıch
bod˚u a zobraz´ı vy´sledek ve 3D pohledu.
V dalˇs´ım kroku potrˇebujeme definovat sourˇadny´ syste´m. Obvykle pouzˇijeme jizˇ
zmı´neˇnou 3-2-1 transformaci. Zde se postup pokazˇde´ liˇs´ı v za´vislosti na tvaru soucˇa´sti
a na tom, jak pozˇadujeme zorientovat sourˇadny´ syste´m. Prostrˇednictv´ım nab´ıdky Primi-
tives a vy´beˇrem vhodny´ch bod˚u vytvorˇ´ıme na soucˇa´sti potrˇebne´ body definuj´ıc´ı sourˇadny´
syste´m – potrˇebujeme trˇi body lezˇ´ıc´ı v rovineˇ tvorˇene´ osami x a y, dva body lezˇ´ıc´ı v rovineˇ
tvorˇene´ osami x a z a jeden bod lezˇ´ıc´ı v rovineˇ tvorˇene´ osami y a z.
V nab´ıdce Operations – Transformations – 3-2-1 Transformation tyto body vybe-
reme a Tritop sourˇadny´ syste´m podle teˇchto bod˚u zorientuje. Jedna´ se o velmi d˚ulezˇitou
cˇa´st meˇrˇen´ı, ve ktere´ cˇasto docha´z´ı k chybeˇ – je nezbytne´ oveˇrˇit, zˇe ve vsˇech zaveˇsˇen´ıch
sourˇadny´ syste´m definujeme stejneˇ, v opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ dostaneme nesmyslne´ vy´sledky.
Da´le je nutne´ zjistit polohu svislice. V nab´ıdce Features – Line – Pipe or Contrast
Line urcˇ´ıme, jaky´ druh cˇa´ry pouzˇ´ıva´me (hodnotu color nastav´ıme na black). Vybereme
fotografii, na ktere´ je vla´kno dobrˇe videˇt a tazˇen´ım oznacˇ´ıme oblast, ve ktere´ se ma´ Tritop
snazˇit vla´kno nale´zt – vznikne tak dlouhy´ u´zky´ obde´ln´ık. Potvrd´ıme stiskem prave´ho
tlacˇ´ıtka mysˇi. Vybereme jinou fotografii, na ktere´ je vla´kno videˇt pod jiny´m u´hlem, a se
stisknutou kla´vesou Ctrl oznacˇ´ıme v druhe´ fotografii bod vla´kna. Pokud kvalita fotografiı
dostacˇuje, Tritop vla´kno rozpozna´ a prolozˇ´ı j´ım mnozˇstv´ı bod˚u.
V posledn´ım kroku body vybereme6. V nab´ıdce Primitives – Lines zvol´ıme mozˇnost
Best Fit Line, ktera´ na´m teˇmito body prolozˇ´ı prˇ´ımku – tato prˇ´ımka odpov´ıda´ hledane´
svislici. Program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 potrˇebuje zna´t sourˇadnice dvou (libovolny´ch) bod˚u, ktere´
na te´to prˇ´ımce lezˇ´ı. Body definujeme prˇ´ıkazem Primitives – Points – Points from line.
Sourˇadnice teˇchto dvou bod˚u jsou sourˇadnice, ktere´ vkla´da´me do programu Teˇzˇiˇsteˇ 2.0
jako body definuj´ıc´ı jednotliva´ zaveˇsˇen´ı.
5Pozn. Tato pra´ce prˇedkla´da´ pouze za´kladn´ı postup meˇrˇen´ı – podrobny´ na´vod, jak s Tritopem pracovat,
obsahuje [27] a [28]
6V obra´zku stiskneme prave´ tlacˇ´ıtko a volbu Select area, pote´ body ohranicˇ´ıme cˇarou a potvrd´ıme
pravy´m tlacˇ´ıtkem.
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4.5. Popis funkce programu Teˇzˇisˇteˇ 2.0
Soucˇa´st´ı te´to diplomove´ pra´ce je program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 vytvorˇeny´ v programovac´ım ja-
zyce Borland Delphi. Slouzˇ´ı k vy´pocˇtu samotne´ polohy teˇzˇiˇsteˇ ze sourˇadnic bod˚u, ktere´
urcˇuj´ı jednotlive´ svislice zaveˇsˇen´ı, za´rovenˇ umozˇnˇuje odhadnout chybu meˇrˇen´ı. Program
se nacha´z´ı na prˇilozˇene´m CD, a to vcˇetneˇ zdrojovy´ch ko´d˚u.
Obra´zek 4.4 ukazuje za´kladn´ı obrazovku programu. V rolovac´ım menu (pozice 4) se
vol´ı pocˇet provedeny´ch zaveˇsˇen´ı. V prave´ cˇa´sti obrazovky se do jednotlivy´ch pol´ıcˇek (5)
zada´vaj´ı sourˇadnice dvojic bod˚u, ktere´ urcˇuj´ı prˇ´ıslusˇne´ svislice zaveˇsˇen´ı z´ıskane´ z Tritopu.
Program pracuje bezrozmeˇroveˇ, tzn. vy´pocˇty prova´d´ı jen cˇ´ıselneˇ, bez pouzˇit´ı jednotek.
Sourˇadnice lze zada´vat prˇ´ımo nebo nacˇ´ıst ze souboru, jehozˇ adresa se zada´va´ do pole 1.
Po stisku tlacˇ´ıtka Nacˇti sourˇadnice ze souboru – 3 program nacˇte sourˇadnice bod˚u
do prˇ´ıslusˇny´ch pol´ı. K vy´beˇru souboru lze vyuzˇ´ıt tlacˇ´ıtko Procha´zet – 2. V okamzˇiku,
kdy jsou vsˇechna data spra´vneˇ zada´na, zaha´j´ı vy´pocˇet stisk tlacˇ´ıtka Spocˇ´ıtej polohu
teˇzˇiˇsteˇ – 6.
Postup, ktery´m program prova´d´ı vy´pocˇet, prob´ıha´ v teˇchto kroc´ıch:
1. Program do vhodny´ch promeˇnny´ch nacˇte sourˇadnice bod˚u definuj´ıc´ıch jednotlive´
svislice zaveˇsˇen´ı (obr. 4.4, pozice 5).
Obr. 4.4: Program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 – zada´va´n´ı vstupn´ıch dat.
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2. Na za´kladeˇ informace o pocˇtu provedeny´ch zaveˇsˇen´ı z rolovac´ıho menu 4 program
urcˇ´ı, kolika zp˚usoby lze vytvorˇit dvojice z teˇchto svislic (a tedy kolik z´ıska´me d´ılcˇ´ıch
poloh teˇzˇiˇsteˇ) a urcˇ´ı porˇad´ı, ve ktere´m bude vy´pocˇet teˇchto d´ılcˇ´ıch poloh pocˇ´ıtat7.
3. Program ze vstupn´ıch dat urcˇ´ı rovnice svislic zaveˇsˇen´ı ve tvaru
Pi = [Axi, Ayi, Azi] + ti (Bxi − Axi, Byi − Ayi, Bzi − Azi) (4.5)
kde Axi, Ayi, Azi, Bxi, Byi a Bzi jsou sourˇadnice bod˚u urcˇuj´ıc´ıch svislici i-te´ho
zaveˇsˇen´ı z pole 5 a ti je parametr te´to svislice. Jedna´ se o tvar odpov´ıdaj´ıc´ı rovnic´ım
4.1 a 4.2.
4. V porˇad´ı urcˇene´m v bodeˇ 2 program na za´kladeˇ vztah˚u 4.3 a 4.4 vypocˇ´ıta´ pro kazˇdou
dvojici svislic odpov´ıdaj´ıc´ı polohu krajn´ıch bod˚u prˇ´ıcˇky a z n´ı i d´ılcˇ´ı polohu teˇzˇiˇsteˇ.
5. Vy´slednou polohu teˇzˇiˇsteˇ program spocˇ´ıta´ jako pr˚umeˇr d´ılcˇ´ıch poloh teˇzˇiˇst’ z´ıskany´ch
jednotlivy´mi kombinacemi svislic zaveˇsˇen´ı.
6. Vy´sledky vyp´ıˇse na obrazovku.
Obr. 4.5: Program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 – vy´sledek vy´pocˇt˚u.
7Naprˇ. pokud jsme provedli trˇi zaveˇsˇen´ı, ma´me trˇi zp˚usoby, jak vytvorˇit dvojice svislic a z´ıska´me
tak trˇi d´ılcˇ´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ. Program urcˇ´ı, zˇe nejprve spocˇ´ıta´me ”pr˚usecˇ´ık” 1. svislice s 2., pote´ 1. s 3. a
nakonec 2. s 3. Podobneˇ u cˇtyrˇ zaveˇsˇen´ı z´ıska´me 6 mozˇny´ch ”pr˚usecˇ´ık˚u” – 1. s 2., 1. se 3., 2. se 3., 1. se
4., 2. se 4. a 3. se 4. U peˇti zaveˇsˇen´ı analogicky.
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Na obra´zku 4.5 je zobrazena vy´stupn´ı obrazovka programu Teˇzˇiˇsteˇ 2.0. Na pozici 7
se zobraz´ı vypocˇtene´ sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ rx, ry a rz. Na´sleduje vy´pis mezivy´sledk˚u. Na
pozici 8 program uka´zˇe sourˇadnice vypocˇteny´ch d´ılcˇ´ıch poloh teˇzˇiˇst’; u´daj v za´vorce rˇ´ıka´,
ktere´ kombinaci svislic zaveˇsˇen´ı odpov´ıda´ dana´ d´ılcˇ´ı poloha teˇzˇiˇsteˇ. Program da´le spocˇ´ıta´
vzda´lenost jednotlivy´ch d´ılcˇ´ıch poloh teˇzˇiˇst’ od vy´sledne´ hodnoty a zobraz´ı je na pozici 9.
Vypocˇtene´ vy´sledky lze ulozˇit do souboru po kliknut´ı na tlacˇ´ıtko 11.
4.6. Odhad chyby meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ
Du˚lezˇitou informaci ve vy´stupu programu Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 da´va´ u´daj na pozici 10. Jedna´
se o vzda´lenost jednotlivy´ch svislic zaveˇsˇen´ı definovany´ch vstupn´ımi body od vypocˇtene´
polohy teˇzˇiˇsteˇ zobrazene´ na pozici 8. Plat´ı, zˇe cˇ´ım nizˇsˇ´ı cˇ´ısla se zde objev´ı, t´ım prˇesneˇjˇs´ıch
vy´sledk˚u meˇrˇen´ı dosa´hlo. Pro potrˇeby urcˇen´ı prˇesnosti, jake´ jsme meˇrˇen´ım dosa´hli, je
potrˇeba pouzˇ´ıt vztah pro strˇedn´ı kvadratickou chybu vypocˇtene´ hodnoty σ [21]:
σ =
√√√√ 1
n(n− 1)
n∑
i=1
∆2i (4.6)
Hodnota σ urcˇuje, s jakou prˇesnost´ı odpov´ıda´ vypocˇtena´ poloha skutecˇne´ poloze teˇzˇiˇsteˇ.
Teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti se bude nacha´zet v prostoru tvaru koule – tzv. koule prˇesnosti se strˇedem
ve vypocˇtene´ poloze (rx, ry, rz) a s polomeˇrem Rp. Hodnotu Rp zjist´ıme jako na´sobek
strˇedn´ı kvadraticke´ chyby a tzv. studentova soucˇinitele k [23]:
Rp = k · σ (4.7)
Koeficient k je urcˇen pravdeˇpodobnost´ı, s jakou pozˇadujeme, aby se skutecˇna´ poloha
teˇzˇiˇsteˇ nacha´zela uvnitrˇ te´to koule, a pocˇtem meˇrˇen´ı (resp. zaveˇsˇen´ı). Typicke´ hodnoty
pro pocˇet zaveˇsˇen´ı n a pozˇadovanou pravdeˇpodobnost P ukazuje tabulka 4.1 [20]. Je videˇt,
zˇe s rostouc´ım pocˇtem zaveˇsˇen´ı se polomeˇr koule prˇesnosti zmensˇuje.
Uvedeny´ postup odhadu chyby meˇrˇen´ı pocˇ´ıta´ se skutecˇnost´ı, zˇe odchylky prˇ´ımek
zaveˇsˇen´ı ∆i maj´ı studentovo rozdeˇlen´ı. Tento prˇedpoklad nen´ı sa´m o sobeˇ zarucˇen; pro
potrˇeby te´to pra´ce vsˇak takovy´to postup odhadu prˇesnosti postacˇuje.
n P = 90 % P = 95 % P = 99 %
2 6,31 13,82 63,66
3 2,92 4,50 9,92
4 2,35 3,29 5,84
5 2,13 2,86 4,6
Tab. 4.1: Tabulka studentovy´ch soucˇinitel˚u.
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soucˇa´st´ı popsanou metodou
Bylo provedeno meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ popsanou metodou u neˇkolika soucˇa´st´ı. V prv-
n´ım kroku bylo potrˇeba oveˇrˇit prˇesnost metody – k tomu slouzˇ´ı soucˇa´st obde´ln´ıkovy´
profil v kapitole 5.1. Na´sleduje uka´zka aplikace te´to metody prˇi meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ
soucˇa´st´ı podvozk˚u automobil˚u, a to u prˇedn´ı a zadn´ı teˇhlice formule Ford (kapitoly
5.2 a 5.3).
5.1. Obde´ln´ıkovy´ profil
Pro meˇrˇen´ı, ktere´ meˇlo slouzˇit prˇedevsˇ´ım k otestova´n´ı pouzˇite´ metody, byl zvolen obde´l-
n´ıkovy´ profil (obra´zek 5.1). Sourˇadny´ syste´m byl definova´n prostrˇednictv´ım 3-2-1 trans-
formace dle obra´zku.
Obr. 5.1: Meˇrˇeny´ obde´ln´ıkovy´ profil. Sourˇadny´ syste´m definuje horn´ı rovina (oznacˇena´
p´ısmenem Z), leva´ bocˇn´ı rovina a bod, ktery´m procha´z´ı za´porna´ cˇa´st osy y).
Bylo provedeno peˇt zaveˇsˇen´ı. Podle postupu popsane´ho v kapitole 4.4 byly syste´mem
Tritop z´ıska´ny sourˇadnice deseti bod˚u, ktere´ definuj´ı peˇt svislic vznikly´ch prˇi peˇti meˇrˇen´ıch
(tabulka 5.1).
Program Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 na za´kladeˇ dat nameˇrˇeny´ch syste´mem Tritop spocˇ´ıta´ polohu
teˇzˇiˇsteˇ. Vypocˇtene´ sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ soucˇa´sti v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu
zobrazene´mu na obra´zku 5.1 jsou rovny:
rx = −10, 008 mm
ry = −24, 926 mm
rz = −15, 000 mm
(5.1)
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Cˇ´ıslo zaveˇsˇen´ı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 1 bod A -88,4548 195,759 88,0637 0,058
bod B -34,3025 43,7667 17,0502
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 2 bod A 29,7763 33,6267 26,3995 0,025
bod B 114,695 158,605 114,826
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 3 bod A 78,5926 21,1227 7,5137 0,008
bod B 231,566 100,629 46,3692
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 4 bod A -59,3384 -57,3538 38,9577 0,062
bod B -168,009 -128,942 157,826
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 5 bod A -285,988 -59,9731 33,2192 0,094
bod B -116,794 -38,5446 3,6661
Tab. 5.1: Obde´ln´ıkovy´ profil – sourˇadnice bod˚u nameˇrˇene´ syste´mem Tritop, ktere´ urcˇuj´ı
svislice vedene´ bodem zaveˇsˇen´ı.
Vzda´lenosti prˇ´ımek zaveˇsˇen´ı od vypocˇtene´ polohy teˇzˇiˇsteˇ se nacha´zej´ı v posledn´ım
sloupci tabulky 5.1. Z teˇchto hodnot byla na za´kladeˇ vztahu 4.6 spocˇ´ıta´na strˇedn´ı kvad-
raticka´ chyba σ = 0, 029 mm. Prostrˇednictv´ım vztahu 4.7 lze stanovit polomeˇr koule, ve
ktere´ se s danou pravdeˇpodobnost´ı bude teˇzˇiˇsteˇ skutecˇneˇ nacha´zet. Pro P = 95 % a n = 5
je Rp = 2, 86 · σ = 0, 083 mm a po zaokrouhlen´ı smeˇrem nahoru Rp .= 0, 09 mm.
Jednotlive´ odchylky od vypocˇtene´ hodnoty se pohybuj´ı v rˇa´du setin milimetru; stejneˇ
tak i strˇedn´ı kvadraticka´ chyba a polomeˇr koule prˇesnosti Rp. Tlousˇt’ka obde´ln´ıkove´ho
profilu je 30 mm a sˇ´ıˇrka 50 mm (meˇrˇeno posuvny´m meˇrˇidlem). Teoreticky se teˇzˇiˇsteˇ
nacha´z´ı prˇesneˇ uprostrˇed teˇchto vzda´lenost´ı1; vypocˇtene´ hodnoty ry a rz se nacha´zej´ı
velmi bl´ızko teoreticke´mu ocˇeka´va´n´ı. Sourˇadnice osy x v tomto prˇ´ıpadeˇ nelze uvazˇovat –
bod, ktery´ definuje pocˇa´tek osy x, je volen v´ıceme´neˇ na´hodneˇ.
Vypocˇtena´ poloha teˇzˇiˇsteˇ tedy odpov´ıda´ teoreticky´m prˇedpoklad˚um a jednotlive´
prˇ´ımkove´ odchylky zaveˇsˇen´ı jsou ve vsˇech peˇti prˇ´ıpadech velmi male´. Lze proto vyslovit
za´veˇr, zˇe zvolena´ metoda nen´ı zat´ızˇena relevantn´ı systematickou chybou.
5.2. Prˇedn´ı teˇhlice a lozˇiskova´ skupina formule Ford
Da´le byla meˇrˇena prˇedn´ı teˇhlice formule Ford. Sourˇadny´ syste´m byl zorientova´n pomoc´ı
ploch lezˇ´ıc´ıch na teˇhlici – viz obr. 5.2. Pocˇa´tek sourˇadne´ho syste´mu lezˇ´ı v pr˚usecˇ´ıku rovin
xy, xz a yz, osa y je kolma´ na rovinu xz (tzn. je rovnobeˇzˇna´ s osou lozˇiska teˇhlice), smeˇr
osy z urcˇuje pr˚usecˇ´ık rovin xz a yz.
Opeˇt bylo provedeno peˇt zaveˇsˇen´ı a prostrˇednictv´ım programu Teˇzˇiˇsteˇ 2.0 byla
urcˇena poloha teˇzˇiˇsteˇ. Sourˇadnice bod˚u vznikle´ prˇi teˇchto zaveˇsˇen´ı ukazuje tabulka 5.2.
1Pozn.: Ve skutecˇnosti to samozrˇejmeˇ neplat´ı zcela prˇesneˇ kv˚uli vy´robn´ım nedokonalostem – zejme´na
sˇvu na vnitrˇn´ı straneˇ profilu.
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Vypocˇtene´ sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ jsou
rx = 96, 993 mm
ry = −43, 456 mm
rz = −35, 534 mm
(5.2)
Na za´kladeˇ prˇ´ımkovy´ch odchylek ∆i jednotlivy´ch zaveˇsˇen´ı (posledn´ı sloupec v ta-
bulce 5.2) byla spocˇ´ıta´na strˇedn´ı kvadraticka´ chyba σ = 0, 087 mm a z n´ı polomeˇr koule
Obr. 5.2: Prˇedn´ı teˇhlice formule Ford. Smeˇr osy y urcˇuje rovina xz, pr˚usecˇ´ık te´to roviny
s rovinou yz urcˇuje polohu osy z.
Cˇ´ıslo zaveˇsˇen´ı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 1 bod A 22,0658 -58,096 296,121 0,034
bod B 70,5929 -48,6148 81,2242
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 2 bod A -49,4364 -129,171 73,7947 0,327
bod B -137,797 -180,911 139,539
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 3 bod A 333,092 -56,9237 187,916 0,112
bod B 38,8545 -40,0681 -90,7257
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 4 bod A 116,539 -78,5437 320,105 0,022
bod B 94,0753 -38,1866 -89,0333
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 5 bod A -158,813 24,504 -200,377 0,177
bod B 46,8126 -30,2298 -67,9707
Tab. 5.2: Teˇhlice formule Ford – sourˇadnice bod˚u nameˇrˇene´ syste´mem Tritop, ktere´
urcˇuj´ı svislice vedene´ bodem zaveˇsˇen´ı.
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prˇesnosti. Pro pravdeˇpodobnost P = 95 % a pocˇet zaveˇsˇen´ı n = 5 je Rp = 2, 86 · σ =
0, 248 mm a po zaokrouhlen´ı Rp
.
= 0, 25 mm.
Je videˇt, zˇe prˇ´ımka cˇ´ıslo 2 ma´ pomeˇrneˇ velkou odchylku; dvojna´sobnou oproti dalˇs´ı
v porˇad´ı. Pokud polohu teˇzˇiˇsteˇ spocˇ´ıta´me jen z prˇ´ımek 1 a 3–5, z´ıska´me polohu teˇzˇiˇsteˇ:
rx = 96, 931 mm
ry = −43, 462 mm
rz = −35, 724 mm
(5.3)
Sourˇadnice bod˚u urcˇuj´ıc´ıch jednotlive´ prˇ´ımky z˚ustanou stejne´, zmeˇn´ı se vsˇak jednotlive´
prˇ´ımkove´ odchylky:
∆1 ∆3 ∆4 ∆5
0,07 0,066 0,073 0,105
Tab. 5.3: Teˇhlice formule Ford – prˇ´ımkove´ odchylky pocˇ´ıtane´ jen ze cˇtyrˇ zaveˇsˇen´ı.
Strˇedn´ı kvadraticka´ chyba z teˇchto odchylek ma´ hodnotu σ = 0, 046 mm a odpov´ı-
daj´ıc´ı koule prˇesnosti ma´ pro pravdeˇpodobnost P = 95 % a pocˇet zaveˇsˇen´ı n = 4 polomeˇr
Rp = 3, 29 · σ = 0, 15 mm.
Mu˚zˇeme usuzovat, zˇe byla hodnota druhe´ prˇ´ımky zaveˇsˇen´ı z tabulky 5.2 ovlivneˇna
(hrubou) chybou. Jak je videˇt, vhodnou eliminac´ı takovy´chto hodnot vy´razneˇ se liˇs´ıc´ıch
od ostatn´ıch lze doc´ılit vysˇsˇ´ı prˇesnosti.
5.3. Zadn´ı teˇhlice formule Ford
V tomto prˇ´ıpadeˇ bylo meˇrˇeno pouze samotne´ teˇleso teˇhlice a nikoli cela´ skupina teˇhlice
s lozˇiskem a diskem jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Sourˇadny´ syste´m byl te´zˇ volen poneˇkud
vhodneˇji – osu y tvorˇ´ı osa ota´cˇen´ı (na´boj lozˇiska); pocˇa´tek lezˇ´ı v pr˚usecˇ´ıku s rovinou
Obr. 5.3: Zadn´ı teˇhlice formule Ford a sourˇadny´ syste´m.
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Cˇ´ıslo zaveˇsˇen´ı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 1 bod A -5,586 -62,524 -26,650 0,133
bod B -252,985 42,823 250,877
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 2 bod A -8,760 -104,392 141,690 0,024
bod B -14,745 -161,100 375,143
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 3 bod A 24,287 62,091 -0,749 0,132
bod B 71,577 267,451 44,266
Zaveˇsˇen´ı cˇ. 4 bod A 116,741 10,527 -55,208 0,054
bod B 297,684 120,578 -95,571
Tab. 5.4: Zadn´ı teˇhlice formule Ford – sourˇadnice bod˚u nameˇrˇene´ syste´mem Tritop, ktere´
urcˇuj´ı svislice vedene´ bodem zaveˇsˇen´ı.
osazen´ı otvoru pro lozˇisko, osa z smeˇrˇuje se smeˇru sˇrobu ve vrchn´ı cˇa´sti teˇhlice, jak
ukazuje obra´zek 5.3.
Stejneˇ jako v prˇedchoz´ıch dvou prˇ´ıpadech byly zmeˇrˇeny rovnice prˇ´ımek zaveˇsˇen´ı2 –
viz tab. 5.4. Na za´kladeˇ teˇchto dat byla spocˇ´ıta´na poloha teˇzˇiˇsteˇ:
rx = −4, 414 mm
ry = −63, 112 mm
rz = −28, 151 mm
(5.4)
Strˇedn´ı kvadraticka´ chyba vypocˇtena´ z jednotlivy´ch prˇ´ımkovy´ch odchylek ∆1–∆4
je rovna σ = 0, 057 mm. Prˇi pozˇadovane´ pravdeˇpodobnosti P = 95 % a pocˇtu meˇrˇen´ı
n = 4 je potom polomeˇr koule prˇesnosti Rp = 3, 29 · σ = 0, 186 mm a po zaokrouhlen´ı
Rp
.
= 0, 2 mm.
2Pozn. bylo provedeno peˇt zaveˇsˇen´ı, z nichzˇ jedno bylo zat´ızˇeno velkou chybou – jeho odchylka se
vy´razneˇ odliˇsovala od ostatn´ıch; v tabulce 5.4 jsou proto ponecha´na jen ostatn´ı cˇtyrˇi.
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6. Celkove´ zhodnocen´ı navrzˇene´
metody meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ
Navrzˇena´ metoda meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´st´ı ma´ sve´ vy´hody i nedostatky. Za
hlavn´ı prˇednost lze oznacˇit jej´ı prˇesnost. I u relativneˇ maly´ch teˇles, jaky´mi cˇasto by´vaj´ı
soucˇa´sti podvozk˚u, lze opakovany´m meˇrˇen´ım doc´ılit prˇesnosti i pod 0, 1 mm (tzn. koule
prˇesnosti ma´ pro danou pravdeˇpodobnost polomeˇr mensˇ´ı nezˇ 0, 1 mm). Jen velmi obt´ızˇneˇ
by sˇlo urcˇit takto prˇesneˇ polohu teˇzˇiˇsteˇ jinou metodou, pokud by to v˚ubec bylo mozˇne´.
Za dalˇs´ı d˚ulezˇitou vy´hodu te´to metody mu˚zˇeme povazˇovat pomeˇrneˇ snadny´ zp˚usob,
ktery´m lze oveˇrˇit, do jake´ mı´ry jsou vy´sledky zat´ızˇeny hrubou chybou. Pokud provedeme
5 zaveˇsˇen´ı, z´ıska´me 10 d´ılcˇ´ıch poloh teˇzˇiˇst’; pokud se neˇktere´ z nich nacha´z´ı vy´razneˇ mimo
ostatn´ı, lze rozborem kombinac´ı jednotlivy´ch prˇ´ımek urcˇit, ve ktere´m prˇ´ıpadeˇ se stala
chyba. Stejneˇ to plat´ı opacˇneˇ – pokud vsˇechny prˇ´ımky zaveˇsˇen´ı procha´zej´ı velmi bl´ızko
vypocˇtene´ vy´sledne´ polohy teˇzˇiˇsteˇ, lze usoudit, zˇe jsme se hrube´ chyby nedopustili.
Naopak nejveˇtsˇ´ı nedostatek te´to metody je jej´ı pracnost. Prˇ´ıprava jednotlive´ho
zaveˇsˇen´ı zabere pomeˇrneˇ velke´ mnozˇstv´ı cˇasu – je nutne´ vybrat vhodne´ vla´kno, stojan,
rozmı´stit ko´dovane´ a neko´dovane´ body Tritopu, umı´stit za vla´kno vhodne´ b´ıle´ pozad´ı,
prˇicˇemzˇ neusta´le mus´ıme zohlednˇovat pozˇadavky popsane´ v kapitole 4.4. Na´sleduje foto-
grafova´n´ı soucˇa´sti a vy´pocˇet v software Tritop. Celkovy´ cˇas potrˇebny´ k zmeˇrˇen´ı polohy
teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti se odv´ıj´ı od prˇesnosti, ktere´ pozˇadujeme doc´ılit, a tedy i od pocˇtu zaveˇsˇen´ı,
ktera´ mus´ıme prove´st. Obvykle lze pocˇ´ıtat s cˇasem 3–5 hodin na soucˇa´st. Samotny´ konecˇny´
vy´pocˇet polohy teˇzˇiˇsteˇ z jednotlivy´ch prˇ´ımek zaveˇsˇen´ı vy´razneˇ zrychluje program Teˇzˇiˇsteˇ
2.0, ktery´ byl vytvorˇen pro potrˇeby te´to pra´ce.
Tato metoda se omezuje jen na teˇlesa, ktera´ prˇi r˚uzne´m natocˇen´ı nemeˇn´ı sv˚uj tvar
nebo vnitrˇn´ı rozlozˇen´ı hmotnosti. Tento pozˇadavek vylucˇuje, abychom touto metodou
meˇrˇili naprˇ´ıklad polohu teˇzˇiˇsteˇ motoru i s olejem nebo soucˇa´sti podstatneˇ se deformuj´ıc´ı
vlivem gravitacˇn´ı s´ıly.
S ohledem na zde uvedene´ nedostatky lze vyslovit za´veˇr, zˇe je metoda dobrˇe pou-
zˇitelna´ v praxi, a to zejme´na pro prˇ´ıpady, kdy pozˇadujeme zna´t polohu teˇzˇiˇsteˇ s velkou
prˇesnost´ı.
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7. Meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti
K meˇrˇen´ı moment˚u setrvacˇnosti se nejcˇasteˇji pouzˇ´ıva´ metoda torzn´ıho kyvadla (ka-
pitola 3.2.1) a metoda fyzika´ln´ıho kyvadla (kapitola 3.2.2). Prvn´ı metodu podrobneˇ roz-
pracovala firma Space Electronic [6]. Tato pra´ce se zameˇrˇuje na druhou z nich.
7.1. Rozbor metody fyzika´ln´ıho kyvadla
Tenzor setrvacˇnosti obsahuje sˇest neza´visly´ch slozˇek. K jeho vy´pocˇtu potrˇebujeme spocˇ´ıtat
momenty setrvacˇnosti k sˇesti r˚uzny´m (nerovnobeˇzˇny´m) osa´m. Pro kazˇde´ teˇleso tedy bude
potrˇeba uskutecˇnit sˇest meˇrˇen´ı.
Metoda fyzika´ln´ıho kyvadla vycha´z´ı z kl´ıcˇove´ho vztahu 3.22 pro vy´pocˇet momentu
setrvacˇnosti I. Ve vztahu figuruje vlastn´ı perioda netlumene´ho kmita´n´ı (perioda kyvu) T ,
hmotnost m a vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa od osy ky´va´n´ı l.
Jen v neˇktery´ch prˇ´ıpadech umozˇnˇuje tvar teˇleso vhodneˇ podeprˇ´ıt a nechat ky´vat sa-
motne´. Pokud tvar teˇlesa prˇ´ıme´ meˇrˇen´ı neumozˇnˇuje, umı´st´ı se teˇleso na vhodny´ ra´m
umozˇnˇuj´ıc´ı volne´ ky´va´n´ı a meˇrˇ´ı se perioda kyvu celku teˇleso + ra´m a pote´ perioda
kyvu samotne´ho ra´mu. Hledany´ moment setrvacˇnosti bude roven rozd´ılu odpov´ıdaj´ıc´ıch
vypocˇteny´ch moment˚u setrvacˇnosti – plat´ı vztah analogicky´ k rovnici 3.12. V takove´m
prˇ´ıpadeˇ potrˇebujeme prˇi meˇrˇen´ı zjistit tyto velicˇiny:
• hmotnost ra´mu
• hmotnost dvojice meˇrˇene´ teˇleso + ra´m
• vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı
• vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice meˇrˇene´ teˇleso + ra´m od osy ky´va´n´ı
• periodu kyvu ra´mu
• periodu kyvu dvojice meˇrˇene´ teˇleso + ra´m
K urcˇen´ı momentu setrvacˇnosti samotne´ho ra´mu a posle´ze momentu setrvacˇnosti
dvojice ra´m + teˇleso pouzˇijeme upraveny´ vztah 3.22:
Ico = T
2
c
(mt +mr) g lc
4 pi2
(7.1)
Iro = T
2
r
mr g lr
4 pi2
(7.2)
kde Ico a Iro jsou momenty setrvacˇnosti dvojice teˇleso + ra´m a samotne´ho ra´mu k ose
ky´va´n´ı, mr a mt jsou hmotnosti ra´mu a teˇlesa, lr vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı
a lc vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m + teˇleso od osy ky´va´n´ı.
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Hledany´ moment setrvacˇnosti teˇlesa k ose ky´va´n´ı Ito bude roven rozd´ılu hodnot 7.1
a 7.2:
Ito = Ico − Iro (7.3)
Po dosazen´ı:
Ito =
[
T 2c
(mt +mr) g lc
4 pi2
]
−
(
T 2r
mr g lr
4 pi2
)
(7.4)
a u´pravou
Ito =
g
4 pi2
[
T 2c (mt +mr) lc − T 2r mr lr
]
(7.5)
Z momentu setrvacˇnosti Ito v˚ucˇi ose ky´va´n´ı mu˚zˇeme podle Steinerovy veˇty [13]
vyja´drˇit Itt, neboli moment setrvacˇnosti teˇlesa v˚ucˇi ose rovnobeˇzˇne´ s osou ky´va´n´ı a pro-
cha´zej´ıc´ı teˇzˇiˇsteˇm:
Itt = Ito −mtl2t (7.6)
lt je vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa od osy ky´va´n´ı. Po dosazen´ı:
Itt =
g
4 pi2
(
T 2c mt lc + T
2
c mr lc − T 2r mr lr
)−mtl2t (7.7)
Tato rovnice, kterou lze zjistit moment setrvacˇnosti k ose rovnobeˇzˇne´ s osou ky´va´n´ı a
procha´zej´ıc´ı teˇzˇiˇsteˇm, je za´kladn´ım vztahem, ze ktere´ho bude vycha´zeno v te´to pra´ci.
Obsahuje sedm velicˇin, jezˇ potrˇebujeme zjistit: mt – hmotnost meˇrˇene´ soucˇa´sti, mr –
hmotnost ra´mu, Tr periodu kyvu samotne´ho ra´mu, Tc – periodu kyvu ra´mu spojene´ho
s meˇrˇenou soucˇa´st´ı, lr – vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı, lc – vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ
celku ra´m + meˇrˇene´ teˇleso od osy ky´va´n´ı a lt – vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa od osy ky´va´n´ı.
Proble´m meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti lze na za´kladeˇ prˇedchoz´ıch u´vah rozdeˇlit do
teˇchto za´kladn´ıch krok˚u: Je nutne´
• vytvorˇit vhodny´ ra´m, na ktere´m lze nechat soucˇa´st ky´vat
• vypracovat metodu, kterou lze prˇesneˇ meˇrˇit periodu kyvu
• vypracovat metodu, kterou lze prˇesneˇ meˇrˇit vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy ky´va´n´ı
• zjistit, jaky´m zp˚usobem lze prˇesneˇ meˇrˇit hmotnost soucˇa´sti
• optimalizovat meˇrˇic´ı metody s ohledem na vy´slednou chybu meˇrˇen´ı
• prove´st jednotliva´ meˇrˇen´ı a spocˇ´ıtat moment setrvacˇnosti
• na za´kladeˇ dat z meˇrˇen´ı vypocˇ´ıtat tenzor setrvacˇnosti (rovnice 2.3)
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7.2. Analy´za chyb meˇrˇen´ı
Ve vztahu 7.7 figuruje sedm velicˇin, ktere´ je potrˇeba zmeˇrˇit, aby bylo mozˇne´ spocˇ´ıtat mo-
ment setrvacˇnosti – Tc, Tr, mt, mr, lt a lr a lc. Analy´za chyb meˇrˇen´ı ma´ za c´ıl urcˇit, s jakou
prˇesnost´ı potrˇebujeme jednotlive´ vstupn´ı velicˇiny zmeˇrˇit, abychom dosa´hli pozˇadovane´
prˇesnosti vy´sledku.
Jedna´ se o proble´m urcˇen´ı chyby neprˇ´ımo meˇrˇene´ velicˇiny. Hledana´ velicˇina je funkc´ı
meˇrˇeny´ch (vstupn´ıch) velicˇin, neboli
y = f(x1, x2, . . .) (7.8)
prˇicˇemzˇ jednotlive´ velicˇiny x1, x2, . . . zna´me jako
x1 = x1 ±∆x1, x2 = x2 ±∆x2, . . . (7.9)
kde ∆x1, ∆x2, . . . jsou (absolutn´ı) chyby meˇrˇen´ı jednotlivy´ch vstupn´ıch velicˇin od zmeˇ-
rˇeny´ch hodnot x1, x2, . . .
Celkovou (absolutn´ı) chybu meˇrˇen´ı lze pro male´ hodnoty ∆x1, ∆x2, . . . dostatecˇneˇ
prˇesneˇ aproximovat tota´ln´ım diferenica´lem ([23], [14]) funkce y1:
∆y =
∣∣∣∣∂ y (x1, x2, . . .)∂ x1
∣∣∣∣∆x1 + ∣∣∣∣∂ y (x1, x2, . . .)∂ x2
∣∣∣∣∆x2 + . . . (7.10)
Relativn´ı chyba je pote´ rovna
δ =
∆y
y
=
∆y
y (x1, x2, . . .)
· 100 [%] (7.11)
Obvykle se uva´d´ı pozˇadavek relativn´ı chyby vy´sledku do 3 procent.
Chybu vztahu 7.7 lze urcˇit analogicky. Moment setrvacˇnosti k ose procha´zej´ıc´ı teˇ-
zˇiˇsteˇm rovnobeˇzˇne´ s osou kyvu je funkc´ı Itt = f (Tc, Tr,mt,mr, lt, lr, lc). Celkova´ chyba je
da´na soucˇtem jednotlivy´ch parcia´ln´ıch diferencia´l˚u:
∆Itt =
∣∣∣∣∂Itt∂Tc
∣∣∣∣∆Tc+∣∣∣∣∂Itt∂Tr
∣∣∣∣∆Tr+∣∣∣∣ ∂Itt∂mt
∣∣∣∣∆mt+∣∣∣∣ ∂Itt∂mr
∣∣∣∣∆mr+∣∣∣∣∂Itt∂lt
∣∣∣∣∆lt+∣∣∣∣∂Itt∂lr
∣∣∣∣∆lr+∣∣∣∣∂Itt∂lc
∣∣∣∣∆lc
(7.12)
Tyto diferencia´ly urcˇ´ıme z parcia´ln´ıch derivac´ı vztahu 7.7 podle jednotlivy´ch velicˇin:∣∣∣∣∂Itt∂Tc
∣∣∣∣∆Tc = ∣∣∣∣Tc g lc (mt +mr)2 pi2
∣∣∣∣ ∆Tc (7.13)∣∣∣∣∂Itt∂Tr
∣∣∣∣∆Tr = ∣∣∣∣−Tr mr g lr2 pi2
∣∣∣∣ ∆Tr (7.14)∣∣∣∣ ∂Itt∂mt
∣∣∣∣∆mt = ∣∣∣∣(T 2c g lc4 pi2 − l2t
)∣∣∣∣ ∆mt (7.15)
1Absolutn´ı hodnoty ve vztahu 7.10 slouzˇ´ı k tomu, aby se scˇ´ıtaly ”me´neˇ prˇ´ıznive´” prˇ´ıpady – tedy aby
vsˇechny chyby od jednotlivy´ch parcia´ln´ıch derivac´ı posouvaly vy´sledek stejny´m smeˇrem.
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∣∣∣∣∆mr = ∣∣∣∣(T 2c lc − T 2r lr) g4 pi2
∣∣∣∣ ∆mr (7.16)∣∣∣∣∂Itt∂lt
∣∣∣∣∆lt = |−2mtlt| ∆lt (7.17)∣∣∣∣∂Itt∂lr
∣∣∣∣∆lr = ∣∣∣∣−T 2r g mr4 pi2
∣∣∣∣ ∆lr (7.18)∣∣∣∣∂Itt∂lc
∣∣∣∣∆lc = ∣∣∣∣T 2c g (mt +mr)4 pi2
∣∣∣∣ ∆lc (7.19)
Dosazen´ım vztah˚u 7.13–7.19 do 7.12 z´ıska´me vztah pro vy´pocˇet absolutn´ı chyby
vypocˇtene´ho momentu setrvacˇnosti z nameˇrˇeny´ch hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt, lr a lc s chy-
bami meˇrˇen´ı ∆Tc, ∆Tr, ∆mt, ∆mr, ∆lt, ∆lr a ∆lc. Relativn´ı chyba je rovna
δ =
∆Itt
Itt
· 100 [%] (7.20)
kde Itt je moment setrvacˇnosti vypocˇteny´ z nameˇrˇeny´ch hodnot podle vztahu 7.7.
C´ılem dalˇs´ıho postupu bude vypracovat takove´ metody meˇrˇen´ı periody kyvu, vzda´-
lenosti teˇzˇiˇsteˇ od osy kyvu a hmotnosti, ktere´ budou dostatecˇneˇ prˇesne´ – tak, aby prˇi
nameˇrˇeny´ch hodnota´ch typicky´ch pro soucˇa´sti podvozk˚u automobil˚u, na ktere´ se tato
pra´ce zameˇrˇuje, z˚ustala relativn´ı chyba mensˇ´ı nezˇ 3 %. Za´rovenˇ by bylo vhodne´, aby
vsˇechny parcia´ln´ı diferencia´ly 7.13–7.19 meˇly podobnou velikost, resp. stejny´ rˇa´d. Du˚sledek
neprˇesnost´ı jednotlivy´ch meˇrˇen´ı ma´ by´t bl´ızky´, abychom neˇkterou velicˇinu nemeˇrˇili zby-
tecˇneˇ prˇesneˇ ve srovna´n´ı s chybou jine´ho meˇrˇen´ı. Vy´pocˇty chyby meˇrˇen´ı byly prova´deˇny
pomoc´ı programu Mathcad. Vy´pocˇtove´ soubory ve forma´tu .mcd lze nale´zt na prˇilozˇene´m
CD.
Tento zp˚usob urcˇen´ı prˇesnosti meˇrˇen´ı je konzervativn´ı; pocˇ´ıta´ s nejhorsˇ´ı mozˇnou
situac´ı, kdy by se secˇetly projevy chyb ze vsˇech sedmi meˇrˇen´ı. Ve skutecˇnosti se tyto
chyby do ucˇite´ mı´ry vza´jemneˇ vyrusˇ´ı. Pokud bychom znali rozdeˇlen´ı nameˇrˇeny´ch hodnot,
bylo by mozˇne´ spocˇ´ıtat interval, ve ktere´m se s urcˇenou pravdeˇpodobnost´ı bude vy´sledny´
moment setrvacˇnosti nacha´zet.
7.3. Na´vrh ra´mu umozˇnˇuj´ıc´ıho kmita´n´ı vlastn´ımi kmity
Pro potrˇeby meˇrˇen´ı moment˚u setrvacˇnosti byl vyroben stojan a trˇi r˚uzne´ ra´my slouzˇ´ıc´ı ke
ky´va´n´ı meˇrˇene´ soucˇa´sti.
Na obra´zku 7.1 je videˇt stojan a prvn´ı verze ra´mu2. Ra´m je podeprˇen ve dvou bodech
na ostry´ch hrotech – pozice 1. Osu, okolo ktere´ se ra´m ky´ve, tvorˇ´ı spojnice teˇchto dvou
hrot˚u. Hroty zapadaj´ı do meˇlke´ dra´zˇky ve vodorovne´m rameni ra´mu (obr. 7.2). Polohu
2Ra´m prosˇel v pr˚ubeˇhu meˇrˇen´ı neˇkolika drobny´mi modifikacemi v konstrukci, prˇedevsˇ´ım z d˚uvodu
optimalizace metody meˇrˇen´ı periody kyvu (kapitola 7.4).
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Obr. 7.1: Stojan a prvn´ı verze ra´mu.
Obr. 7.2: Detail – ostry´ hrot stojanu zapada´ do dra´zˇky ve vodorovne´m rameni ra´mu.
te´to dra´zˇky lze zjistit syste´mem Tritop, cozˇ umozˇnˇuje spocˇ´ıtat vzda´lenost osy ky´va´n´ı od
teˇzˇiˇsteˇ (viz da´le). Meˇrˇena´ soucˇa´st je umı´steˇna na vodorovnou cˇa´st ra´mu (pozice 2). Svisla´
odrazna´ plocha 3 slouzˇ´ı k meˇrˇen´ı periody kyvu ultrazvukovy´m meˇrˇicˇem – viz kapitola 7.4.
Pokusna´ meˇrˇen´ı uka´zala, zˇe se tento ra´m hod´ı jen k meˇrˇen´ı teˇles s velky´m momentem
setrvacˇnosti. Moment setrvacˇnosti samotne´ho ra´mu v˚ucˇi ose ky´va´n´ı je velky´ – u mensˇ´ıch
meˇrˇeny´ch teˇles tak tvorˇ´ı hlavn´ı slozˇku, ktera´ ovlivnˇuje periodu kyvu dvojice teˇleso + ra´m
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Obr. 7.3: Stojan, druha´ verze ra´mu a pokusne´ meˇrˇene´ teˇleso – ocelove´ kolecˇko.
Obr. 7.4: Stojan a trˇet´ı verze ra´mu. Ve svorce je upevneˇno meˇrˇene´ teˇleso, zde ocelove´
kolecˇko.
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a vliv samotne´ho meˇrˇene´ho teˇlesa z˚usta´va´ maly´. Nav´ıc vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy ky´va´n´ı
teˇlesa umı´steˇne´ho na tomto ra´mu obvykle dosahuje vysoky´ch hodnot, takzˇe se ve vztahu
7.6 projevuje v´ıce cˇlen mtl
2
t nezˇ samotny´ zmeˇrˇeny´ moment setrvacˇnosti Ito.
Prˇi na´vrhu druhe´ verze ra´mu (obra´zek 7.3) byl proto kladen d˚uraz zejme´na na
sn´ızˇen´ı hmotnosti ra´mu (a t´ım i jeho momentu setrvacˇnosti) a na co nejveˇtsˇ´ı zkra´cen´ı
prˇedpokla´dane´ vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa od osy ky´va´n´ı. Jako materia´l byly
pouzˇity tenkosteˇnne´ mosazne´ trubky.
Ra´m se hod´ı prˇedevsˇ´ım k meˇrˇen´ı maly´ch soucˇa´st´ı – je nutne´ zajistit, aby se teˇzˇiˇsteˇ
meˇrˇene´ho teˇlesa nacha´zelo pod osou ky´va´n´ı; to lze v tomto prˇ´ıpadeˇ zarucˇit jen u ma´lo
rozmeˇrny´ch teˇles.
Jako univerza´ln´ı rˇesˇen´ı, ktere´ vyhovuje veˇtsˇineˇ soucˇa´st´ı uvazˇovany´ch v te´to pra´ci,
se proto uka´zala trˇet´ı verze ra´mu. Bylo prˇistoupeno k poneˇkud odliˇsne´ koncepci (obr.
7.4). Meˇrˇene´ teˇleso nen´ı na ra´m pokla´da´no. Za´klad tvorˇ´ı rameno s profilem ve tvaru
p´ısmene L, na ktere´ je upevneˇna svorka a opeˇt svisla´ plocha slouzˇ´ıc´ı k meˇrˇen´ı periody.
Toto rˇesˇen´ı ma´ jednu za´sadn´ı vy´hodu – je zajiˇsteˇno, zˇe se teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa bude
nacha´zet relativneˇ bl´ızko osy ky´va´n´ı, nav´ıc ma´ takovy´to ra´m maly´ moment setrvacˇnosti.
Jako materia´l pro vodorovne´ rameno byla zvolena ocel a pro svislou odraznou desku drˇevo
kv˚uli n´ızke´ hmotnosti.
7.4. Meˇrˇen´ı periody kyvu
Urcˇit prˇesneˇ periodu kyvu patrˇ´ı mezi proble´my, jejichzˇ rˇesˇen´ı bylo pro tuto pra´ci kl´ıcˇove´.
V laboratorn´ıch podmı´nka´ch se nejcˇasteˇji perioda kyvu meˇrˇ´ı pomoc´ı stopek – zmeˇrˇ´ıme
dobu trva´n´ı neˇkolika kyv˚u a na´sledneˇ tuto dobu podeˇl´ıme jejich pocˇtem. Prˇesnost te´to
metody je t´ım vysˇsˇ´ı, cˇ´ım v´ıce kyv˚u takto zmeˇrˇ´ıme. Pokud vsˇak budeme meˇrˇit moment
setrvacˇnosti jako rozd´ıl momentu meˇrˇene´ho teˇlesa a setrvacˇnosti ra´mu, potrˇebujeme zna´t
periodu kyvu s prˇesnost´ı nejme´neˇ na tis´ıcinu sekundy; a stopkami te´to prˇesnosti obvykle
doc´ılit nelze (z hlediska reprodukovatelnosti vy´sledk˚u), protozˇe se v meˇrˇen´ı projev´ı chyba
lidske´ho faktoru – prodleva reakce meˇrˇicˇe apod.
Pro potrˇeby te´to pra´ce byly postupneˇ vypracova´ny trˇi metody slouzˇ´ıc´ı k prˇesne´mu
meˇrˇen´ı periody kyvu. Prvn´ı vyuzˇ´ıva´ principu opticke´ za´vory. Druha´ vycha´z´ı z meˇrˇen´ı
pr˚ubeˇhu vy´chylky kyvadla a prokla´da´n´ı za´znamu sinusovkou. Trˇet´ı vznikla jako optima-
lizace metody druhe´, zohlednˇuj´ıc prˇitom r˚uzne´ prˇ´ıcˇiny zp˚usobuj´ıc´ı neprˇesnosti.
7.4.1. Opticka´ za´vora
Princip prvn´ı navrzˇene´ metody meˇrˇen´ı periody kyvu vycha´z´ı ze zmeˇny odporu fotore-
zistoru prˇi zmeˇneˇ osveˇtlen´ı. Konkre´tn´ı rˇesˇen´ı ukazuje obra´zek 7.5. K ra´mu3 je prˇipevneˇno
3Tato metoda byla zkousˇena jen s prvn´ı verz´ı ra´mu.
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Obr. 7.5: Zarˇ´ızen´ı slouzˇ´ıc´ı k meˇrˇen´ı periody kyvu – opticka´ za´vora (1), zˇa´rovka (2) a
fotorezistor (3).
Obr. 7.6: Za´znam signa´lu z fotorezistoru v programu Audacity.
st´ın´ıtko (pozice 1) na maxima´ln´ım mozˇne´m rameni od osy ky´va´n´ı, a to tak, aby norma´la
jeho plochy byla s touto osou rovnobeˇzˇna´. V mı´steˇ nulove´ u´hlove´ vy´chylky ra´mu je
umı´steˇna zˇa´rovka (pozice 2) a fotorezistor4 (pozice 3). St´ın´ıtko svy´m pohybem prˇi ky´va´n´ı
ra´mu fotorezistor zakry´va´ a odkry´va´; signa´l se zmeˇn´ı vzˇdy prˇi pr˚uchodu hrany st´ın´ıtka
prostorem mezi fotorezistorem a zˇa´rovkou.
Signa´l z fotorezistoru zaznamena´va´ pocˇ´ıtacˇ. K za´znamu byla pouzˇita snadno do-
stupna´ meˇrˇic´ı karta – zvukova´ karta notebooku pracuj´ıc´ı s vzorkovac´ı frekvenc´ı 44,1 kHz
– a program Audacity5. Typicky´ pr˚ubeˇh nameˇrˇene´ho signa´lu z fotorezistoru ukazuje graf
na obra´zku 7.6. Na vstupu zvukove´ karty by´va´ umı´steˇn kondenza´tor, ktery´ eliminuje stej-
nosmeˇrnou cˇa´st signa´lu – karta tak zaznamena´va´ jen zmeˇnu na vstupu, nikoli aktua´ln´ı
4Pozn. byl pouzˇit fotorezistor z kulicˇkove´ mysˇi.
5Program Audacity je urcˇen k editaci zvuku. Pocˇ´ıtacˇ skutecˇneˇ povazˇuje signa´l prˇicha´zej´ıc´ı do zvukove´
karty za zvuk a jako s takovy´m s n´ım i pracuje.
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hodnotu; pro nasˇi potrˇebu to vsˇak nevad´ı. Signa´l z˚usta´va´ na konstantn´ı hodnoteˇ, pokud je
fotorezistor zast´ıneˇny´ nebo osv´ıceny´. V okamzˇiku prˇechodu signa´l prudce stoupne (resp.
poklesne), cozˇ se projev´ı jako ostry´ extre´m pr˚ubeˇhu signa´lu. Program Audacity umı´ nale´zt
cˇasy extre´mu˚ prˇ´ıkazem Beat Finder – viz cˇervene´ praporky ve spodn´ı cˇa´sti grafu 7.6. Cˇas
mezi jednotlivy´mi extre´my prˇedstavuje periodu kyvu. Obvykle je odecˇten cˇas mezi v´ıce
extre´my a podeˇlen pocˇtem odpov´ıdaj´ıc´ıch kyv˚u.
Bylo provedeno meˇrˇen´ı s c´ılem oveˇrˇit spolehlivost metody. V tabulce 7.1 jsou hodnoty
zmeˇrˇene´ periody samotne´ho ra´mu (prvn´ı verze).
Cˇ. meˇrˇen´ı 1 2 3 4 5 6 7 8
Perioda/s 1,1684 1,17000 1,1673 1,1691 1,1595 1,1724 1,1681 1,1605
Tab. 7.1: Zmeˇrˇene´ periody pomoc´ı opticke´ za´vory.
Z hodnot byla vypocˇ´ıta´na pr˚umeˇrna´ hodnota T = 1, 1669 s. Absolutn´ı chybu meˇrˇen´ı
mu˚zˇeme odhadnout6 postupem, ktery´ je analogicky´ ke kapitole 4.6. Strˇedn´ı kvadraticka´
chyba pr˚umeˇru je rovna σ = 0, 00161. Pro pravdeˇpodobnost P = 95 % a pocˇet meˇrˇen´ı
n = 8 je student˚uv soucˇinitel roven k = 2, 42 [20]. Absolutn´ı chyba tohoto postupu
urcˇova´n´ı periody je tedy rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 0039 s. Z hlediska vztahu 7.12 a
porovna´n´ım mozˇnost´ı dalˇs´ıch d´ılcˇ´ıch meˇrˇen´ı se uka´zalo, zˇe tato metoda meˇrˇen´ı mu˚zˇe
vyhovovat velky´m teˇles˚um, u ktery´ch milisekundova´ chyba nehraje roli. Pro potrˇeby te´to
pra´ce vsˇak bylo nutne´ prˇistoupit k dalˇs´ım, prˇesneˇjˇs´ım postup˚um.
7.4.2. Meˇrˇen´ı u´hlove´ vy´chylky a prokla´da´n´ı sinusovkou
Tato metoda meˇrˇen´ı periody kyvu byla inspirova´na diplomovou prac´ı M. Volejn´ıka [26].
Volejn´ık meˇrˇ´ı periodu kyvu torzn´ıho kyvadla (posˇiny urcˇene´ k meˇrˇen´ı momentu setrvacˇ-
nosti automobilu). Zaznamena´va´ sn´ımacˇem M-Box u´hlove´ zrychlen´ı a pr˚ubeˇhem zmeˇrˇene´
hodnoty prokla´da´ tlumenou sinusovku, jej´ızˇ periodu povazˇuje za hledanou periodu vlast-
n´ıch kmit˚u kyvadla.
Pro potrˇeby te´to pra´ce tento postup vyhovuje jen cˇa´stecˇneˇ – sn´ımacˇ u´hlove´ho zrych-
len´ı M-Box nelze vhodneˇ spojit s ra´mem kv˚uli hmotnosti, kterou by ovlivnˇoval meˇrˇen´ı,
nav´ıc by bylo obt´ızˇne´ zajistit datove´ spojen´ı sn´ımacˇe s pocˇ´ıtacˇem. Proto bylo nutne´ zvolit
jinou meˇrˇenou velicˇinu a jiny´ druh sn´ımacˇe. Te´zˇ existuje d˚ulezˇity´ rozd´ıl mezi ky´va´n´ım
torzn´ıho a fyzika´ln´ıho kyvadla. Vsˇechny tyto detaily budou diskutova´ny da´le v textu.
Volba sn´ımacˇe
Je nutne´ zvolit takovy´ sn´ımacˇ, ktery´ neovlivnˇuje vlastn´ı kmita´n´ı kyvadla. Nab´ızej´ı se trˇi
mozˇnosti – meˇrˇen´ı sn´ımacˇem kapacitn´ım (pohyb kyvadla zp˚usobuje zmeˇnu plochy desek
6Opeˇt prˇedpokla´da´me, zˇe maj´ı zmeˇrˇene´ periody studentovo rozdeˇlen´ı, cozˇ samo o sobeˇ nen´ı zarucˇeno.
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Obr. 7.7: Sn´ımacˇ 945-LAY-AD-1C0 firmy Honeywell.
kondenza´toru a t´ım i jeho kapacity, kterou meˇrˇ´ıme), opticky´m (sn´ımacˇ meˇrˇ´ı rychlost
pohybu na principu, ktery´ je podobny´ jako u opticke´ mysˇi PC) nebo ultrazvukovy´m.
S ohledem na mozˇnosti vybaven´ı laboratorˇ´ı U´ADI byl vybra´n ultrazvukovy´ sn´ımacˇ
945-LAY-AD-1C0 firmy Honeywell (obr. 7.7). Vys´ıla´ ultrazvukove´ pulzy v kuzˇelovite´m
paprsku, ktere´ se odra´zˇej´ı od c´ıle a vracej´ı se zpeˇt. Z cˇasove´ prodlevy mezi vysla´n´ım pulzu
a prˇ´ıjmem jeho odrazu sn´ımacˇ spocˇ´ıta´ vzda´lenost c´ıle od sn´ımacˇe a prˇevede ji na vy´stupn´ı
napeˇt´ı, ktere´ lze zaznamena´vat pocˇ´ıtacˇem.
K ra´mu, na ktere´m je umı´steˇno meˇrˇene´ teˇleso, je prˇipevneˇna vhodna´ odrazna´ plocha,
ktera´ kmita´ spolecˇneˇ s ra´mem (viz naprˇ. obra´zek 7.1, pozice 3). Sn´ımacˇ sn´ıma´ meˇn´ıc´ı
se vzda´lenost odrazne´ plochy v pr˚ubeˇhu ky´va´n´ı. Je proto vhodne´, aby se tato plocha
nacha´zela na maxima´ln´ım mozˇne´m polomeˇru od osy ky´va´n´ı, cozˇ vsˇak odporuje pozˇadavku
co nejmensˇ´ıho momentu setrvacˇnosti ra´mu. Vy´sledne´ rˇesˇen´ı je urcˇity´m kompromisem –
u trˇet´ı verze ra´mu je jako odrazna´ plocha volena u´zka´ a za´rovenˇ lehka´ drˇeveˇna´ liˇsta.
Du˚lezˇite´ technicke´ parametry sn´ımacˇe [29]:
meˇrˇic´ı rozsah 100–600 mm
vy´stupn´ı napeˇt´ı 1–6 V
prˇesnost ± 0,5 mm
u´hel paprsku 10◦
pracovn´ı teplota 0–50◦C
Usporˇa´da´n´ı meˇrˇic´ıho rˇeteˇzce
Sn´ımacˇ byl propojen s rozbocˇovacˇem, zdrojem napeˇt´ı, sbeˇrnic´ı meˇrˇic´ı karty a kartou a
prˇenosny´m pocˇ´ıtacˇem – obr. 7.8. Pouzˇita byla 12bitova´ meˇrˇic´ı karta DAQCard-1200 firmy
National Instruments se sbeˇrnic´ı zabudovanou do sbeˇrne´ krabice.
Usporˇa´da´n´ı meˇrˇen´ı ukazuje obra´zek 7.9. Odrazna´ plocha 1 se ky´ve spolu s ra´mem
a sn´ımacˇ 2 meˇrˇ´ı meˇn´ıc´ı se vzda´lenost. Rozbocˇovacˇ 3 umozˇnˇuje zapojit v´ıce sn´ımacˇ˚u a
Obr. 7.8: Sche´ma meˇrˇic´ıho rˇeteˇzce.
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Obr. 7.9: Usporˇa´da´n´ı meˇrˇen´ı.
propojuje sn´ımacˇ se zdrojem napeˇt´ı 4. Signa´l je prˇiva´deˇn do sbeˇrne´ krabice 5 obsahuj´ıc´ı
sbeˇrnici meˇrˇic´ı karty, ktera´ data prˇeva´d´ı z analogove´ podoby do digita´ln´ı podoby a ukla´da´
je do pocˇ´ıtacˇe 6.
Vzda´lenost sn´ımacˇe 2 od odrazne´ plochy 1 je vhodne´ volit s rozmyslem. P. Majerech
v diplomove´ pra´ci [25] zjistil, zˇe vy´stup sn´ımacˇe nen´ı zcela linea´rn´ı pro vsˇechny vzda´lenosti
– prˇi pouzˇit´ı 12voltove´ho zdroje napeˇt´ı (mı´sto doporucˇene´ho 19–30voltove´ho) se pa´smo
linea´rn´ı odezvy nacha´z´ı v rozmez´ı 150–550 mm, ve zbytku rozsahu uda´vane´ho vy´robcem
se objevuje neprˇesnost. Linearita odezvy je vy´hodna´ prˇedevsˇ´ım proto, aby bylo snazsˇ´ı
prolozˇit signa´l vhodnou krˇivkou. Pro potrˇebu meˇrˇen´ı periody nema´ prˇepocˇet hodnot na
vzda´lenost vy´znam – zaj´ıma´ na´s vy´hradneˇ perioda signa´lu. Z toho d˚uvodu budeme v dal-
sˇ´ıch vy´pocˇtech hledat pouze periodu signa´lu U [V ] = f(t) a nikoli l [mm] = f(t).
Za´znam dat pocˇ´ıtacˇem
K za´znamu dat byl vytvorˇen program v prostrˇed´ı syste´mu LabView firmy National In-
struments. Vznikl modifikac´ı sˇablony DAQ High-speed Logger z archivu LabView. Prˇedn´ı
panel vy´sledne´ aplikace zobrazuje obra´zek 7.10.
Program zaznamena´va´ 100 x za sekundu hodnotu napeˇt´ı na vstupu meˇrˇic´ı karty a
vy´sledky zapisuje do zvolene´ho souboru ve forma´tu .txt. Prˇednastavenou hodnotu sn´ımac´ı
frekvence lze meˇnit; 100 Hz se vsˇak uka´zalo by´t idea´ln´ı.
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Obr. 7.10: Prˇedn´ı panel aplikace v prostrˇed´ı LabView.
Zpracova´n´ı vy´sledk˚u v programu Mathcad
K zpracova´n´ı vy´sledk˚u byl vytvorˇen program v prostrˇed´ı Mathcad. Jako za´klad poslouzˇil
program M. Volejn´ıka [26]. Cˇa´st pr˚ubeˇhu typicke´ho signa´lu zaznamenane´ho programem
LabView zobrazene´ho v Mathcadu ukazuje obra´zek 7.11.
T´ımto zmeˇrˇeny´m signa´lem potrˇebujeme prolozˇit vhodnou krˇivku. Rˇesˇen´ım dife-
rencia´ln´ı rovnice tlumene´ho kmita´n´ı dosta´va´me vztah pro u´hlovou vy´chylku jako funkci
cˇasu:
ϕ (t) = ϕm e
−bt sin
(
2pi
T
t+ ϕ0
)
+ ϕs (7.21)
kde Am je pocˇa´tecˇn´ı amplituda kmita´n´ı, b soucˇinitel u´tlumu, ω = 2pi/T vlastn´ı u´hlova´
frekvence (tlumene´ho) oscila´toru, T perioda, ϕ0 pocˇa´tecˇn´ı vy´chylka a ϕs strˇedn´ı hodnota
vy´chylky, o kterou je kmita´n´ı posunuto v˚ucˇi pocˇa´tku. Rovnici lze upravit na tvar:
ϕ (t) = ϕm e
−b (t+t0) sin
(
2pi
T
(t+ t0)
)
+ ϕs (7.22)
Pokud ra´m idealizujeme jako fyzika´ln´ı kyvadlo, lze jej povazˇovat za tlumeny´ os-
cila´tor, ktery´ je vztahem 7.22 vhodneˇ popsa´n.
Prostrˇednictv´ım metody nejmensˇ´ıch cˇtverc˚u se pokus´ıme zjistit parametry ϕm, t0,
b, T a ϕs. Metoda nejmensˇ´ıch cˇtverc˚u se snazˇ´ı nale´zt parametry tak, aby soucˇet druhy´ch
mocnin chyb nalezene´ho rˇesˇen´ı byl co nejmensˇ´ı [20]. Tzn.:∑
i
[f(ti, x1, x2, . . .)− yz(ti)]2 = min (7.23)
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Obr. 7.11: Uka´zka zaznamenane´ho signa´lu – zobrazen´ı grafu v programu Mathcad. Na
ose x je cˇ´ıslo zaznamenane´ho u´daje a tedy i cˇas v setina´ch sekundy, na ose y je napeˇt´ı
nameˇrˇene´ na sn´ımacˇi.
kde f(ti, x1, x2, . . .) je funkce s hledany´mi parametry x1, x2, . . . a yz(ti) je zmeˇrˇena´
hodnota hledane´ velicˇiny v cˇase ti. V prˇ´ıpadeˇ pouzˇit´ı rovnice 7.22 bude mı´t metoda
nejmensˇ´ıch cˇtverc˚u tvar:∑
i
[(
ϕm e
−b (ti+t0) sin
(
2pi
T
(ti + t0)
)
+ ϕs
)
− ϕz(ti)
]2
= min (7.24)
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ vsˇak nema´me zmeˇrˇene´ hodnoty vy´chylky ϕz, ale vzda´lenosti, kterou
pocˇ´ıtacˇ zaznamenal jako pr˚ubeˇh napeˇt´ı. Zmeˇrˇeny´ signa´l tedy ma´me v hodnota´ch napeˇt´ı
U a namı´sto rovnice 7.24 pouzˇijeme vztah:∑
i
[(
Um e
−b (ti+t0) sin
(
2pi
T
(ti + t0)
)
+ Us
)
− Uz(ti)
]2
= min (7.25)
ve ktere´m hleda´me parametry Um, t0, b, T a Us prokla´da´n´ım krˇivky zmeˇrˇeny´mi hodnotami
Uz(ti).
V programove´m prostrˇed´ı Mathcad polozˇ´ıme vztah 7.25 roven nule a hleda´me para-
metry, ktere´ tomuto vztahu nejle´pe vyhovuj´ı. Konkre´tn´ı proveden´ı je videˇt na obr. 7.12.
Obr. 7.12: Vy´pocˇet – metoda nejmensˇ´ıch cˇtverc˚u v programu Mathcad.
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Obr. 7.13: Cˇa´st krˇivky prolozˇene´ prostrˇednictv´ım metody nejmensˇ´ıch cˇtverc˚u. Cˇervene´
body prˇedstavuj´ı zmeˇrˇene´ hodnoty, modra´ je prolozˇena´ sinusovka.
Funkce Mathcadu Minerr pracuje na iteracˇn´ım principu. Aby metoda nejmensˇ´ıch
cˇtverc˚u fungovala – tzn. aby vy´sledek 7.25 konvergoval k minimu, je nutne´ zadat co nej-
prˇesneˇjˇs´ı odhady. Uka´zka rˇesˇen´ı tohoto proble´mu je v prˇ´ıloze te´to pra´ce.
Byla provedena rˇada meˇrˇen´ı, ktera´ meˇla za c´ıl oveˇrˇit, do jake´ mı´ry lze pouzˇ´ıt ta-
kovy´to postup. Na obra´zku 7.13 je videˇt cˇa´st zmeˇrˇene´ho signa´lu (cˇerveneˇ) a odpov´ıdaj´ıc´ı
prolozˇenou funkci (modrˇe). Zmeˇrˇene´ hodnoty ukazuje tabulka 7.2. Jedna´ se o meˇrˇen´ı
pra´zdne´ho ra´mu7 za pokazˇde´ stejny´ch podmı´nek s pouzˇit´ım vy´pocˇtove´ho postupu uve-
dene´ho na obr. 7.12.
Z hodnot byla vypocˇ´ıta´na pr˚umeˇrna´ hodnota T = 1, 1749 s. Strˇedn´ı kvadraticka´
chyba pr˚umeˇru je rovna σ = 0, 00069. Pro pravdeˇpodobnost P = 95 % a pocˇet meˇrˇen´ı
n = 8 je absolutn´ı chyba tohoto postupu rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 0017 s
Cˇ. meˇrˇen´ı 1 2 3 4 5 6 7 8
Perioda/s 1,1763 1,1749 1,1772 1,1752 1,1716 1,1736 1,1731 1,1769
Tab. 7.2: Zmeˇrˇene´ periody pomoc´ı metody prokla´da´n´ı sinusovky.
Diskuse nad z´ıskany´mi vy´sledky
Vy´sledky v tabulce 7.2 jsou prˇesneˇjˇs´ı nezˇ v prˇ´ıpadeˇ pouzˇit´ı metody opticke´ za´vory (tabulka
7.1). I zde chyby jednotlivy´ch meˇrˇen´ı dosahuj´ı neˇkolika tis´ıcin sekundy.
Bylo zjiˇsteˇno, zˇe je pouzˇit´ı te´to metody do urcˇite´ mı´ry omezene´. Pokud prova´d´ıme
meˇrˇen´ı signa´lu v delˇs´ım cˇasove´m u´seku – de´le nezˇ cca 100 sekund, uka´zˇe se, zˇe Mathcad
nen´ı v takove´m prˇ´ıpadeˇ schopen nameˇrˇeny´mi hodnotami prolozˇit funkci ze vztahu 7.25
s dostatecˇnou prˇesnost´ı. Hodnoty prolozˇene´ krˇivky a zmeˇrˇene´ho signa´lu se zpravidla
7Meˇrˇena byla opeˇt prvn´ı verze ra´mu, avsˇak v jine´ modifikaci – namı´sto st´ın´ıtka, potrˇebne´ho pro metodu
opticke´ za´vory, byla k ra´mu prˇipevneˇna odrazna´ deska kv˚uli ultrazvukove´mu sn´ımacˇi. T´ım lze vysveˇtlit
rozd´ıl v takto zmeˇrˇeny´ch perioda´ch oproti meˇrˇen´ı optickou za´vorou.
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Obr. 7.14: Neprˇesnost prolozˇen´ı krˇivky prˇi dlouhotrvaj´ıc´ım meˇrˇen´ı – zde 300 s. Zmeˇrˇene´
hodnoty jsou cˇerveneˇ, prolozˇena´ krˇivka modrˇe. Vy´sek vlevo ukazuje hodnoty v pocˇa´tku
meˇrˇen´ı (1–4 s), vpravo na konci te´hozˇ meˇrˇen´ı (295–298 s).
zacˇnou s prodluzˇuj´ıc´ı se de´lkou meˇrˇen´ı rozcha´zet, a to jak co se ty´cˇe velikosti amplitudy,
tak periody – viz obr. 7.14.
Existuje proto d˚uvodne´ podezrˇen´ı, zˇe se prˇi meˇrˇen´ı projevuje neˇjake´ d˚ulezˇite´ zkres-
len´ı, ktere´ je nutne´ zohlednit, a tedy zˇe vy´sledky v tabulce 7.2 vznikle´ prolozˇen´ım tlumene´
sinusovky neda´vaj´ı smysl. Z tohoto d˚uvodu bylo prˇikrocˇeno k optimalizaci vy´pocˇetn´ıch
vztah˚u a cele´ metody s c´ılem prove´st potrˇebne´ korekce a doc´ılit tak pozˇadovane´ prˇesnosti.
7.4.3. Pr˚ubeˇh funkce τ = f(t)
Se´ri´ı meˇrˇen´ı bylo zjiˇsteˇno, zˇe zmeˇrˇeny´ signa´l nema´ prˇesneˇ harmonicky´ charakter. Dveˇ po
sobeˇ na´sleduj´ıc´ı maxima´ln´ı vy´chylky nejsou v˚ucˇi sobeˇ posunuty pokazˇde´ o stejnou dobu.
Jinak rˇecˇeno perioda nen´ı po celou dobu meˇrˇen´ı konstantn´ı. Hovorˇit o periodeˇ tak zde
jizˇ nen´ı prˇesne´, protozˇe se v pr˚ubeˇhu meˇrˇen´ı meˇn´ı – vhodneˇjˇs´ı bude pouzˇ´ıvat pro cˇasovy´
interval mezi dveˇma maxima´ln´ımi vy´chylkami pojem doba kyvu τ .
Zmeˇrˇena´ hodnota doby kyvu se meˇn´ı podle toho, v ktere´m u´seku zaznamenany´ch
hodnot ji pocˇ´ıta´me – pokud prolozˇ´ıme tlumenou sinusovku zmeˇrˇeny´mi hodnotami naprˇ´ı-
klad v cˇase 0–10 s, pote´ 50–60 s a nakonec 100–110 s (ze stejne´ho meˇrˇen´ı), z´ıska´me pokazˇde´
jinou dobu kyvu, prˇicˇemzˇ prvn´ı bude nejveˇtsˇ´ı a trˇet´ı nejmensˇ´ı. C´ılem dalˇs´ıho postupu je
zjistit, jaky´m zp˚usobem se meˇn´ı hodnota okamzˇite´ doby kyvu τ beˇhem meˇrˇen´ı.
Meˇrˇen´ı byla prova´deˇna v dlouhe´m cˇasove´m intervalu (300 a v´ıce sekund), prˇicˇemzˇ
pocˇa´tecˇn´ı vy´chylka byla za´meˇrneˇ nastavena tak, aby se ra´m v pocˇa´tku ky´val s vy´chylkou
veˇtsˇ´ı nezˇ obvykle pozˇadovany´ch 5◦. Ky´va´n´ı pote´ obvykle pokracˇovalo azˇ prakticky do
u´plne´ho zastaven´ı. Typicky´ tvar nameˇrˇeny´ch hodnot ukazuje graf na obr. 7.15.
Takovy´to signa´l byl rozdeˇlen do samostatny´ch blok˚u. Kazˇdy´ blok ma´ urcˇenou de´lku
(v programu Mathcad prˇiˇrazujeme parametr delkauseku); obvykle 5, 10 nebo 20 sekund.
Jednotlive´ bloky se prˇekry´vaj´ı o hodnotu parametru offset (nejcˇasteˇji 9 nebo 19 sekund,
prˇ´ıpadneˇ bez prˇekryt´ı). Celkem je takovy´chto blok˚u n (parametr pocetuseku), a to podle
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Obr. 7.17: Pr˚ubeˇh okamzˇite´ doby kyvu τ v za´vislosti na cˇase u meˇrˇen´ı trvaj´ıc´ıho 300
sekund. Zde delkauseku = 10 s, offset = 9 s a tedy krok = 1 s.
celkove´ de´lky meˇrˇen´ı. Obra´zek 7.16 ukazuje prˇ´ıklad takove´hoto rozdeˇlen´ı s parametry
delkauseku = 10 s, offset = 5 s, pocetuseku = 58.
V kazˇde´m z takovy´chto blok˚u je prolozˇena tlumena´ sinusovka zvla´sˇt’ podle vztahu
7.25. Z´ıska´me soubor n hodnot τ = okamzˇity´ch dob kyvu odpov´ıdaj´ıc´ıch n-te´mu u´seku,
ktere´ jsou od sebe vzda´lene´ o cˇas krok = delkauseku – offset.
Za´znam obvykle´ho pr˚ubeˇhu meˇnic´ı se hodnoty okamzˇite´ doby kyvu τ ukazuje obra´zek
7.17. Na svisle´ ose je videˇt hotnota okamzˇite´ doby kyvu τ , na vodorovne´ ose je cˇ´ıslo
meˇrˇene´ho u´seku, ktery´ pro prˇ´ıpad sekundove´ho kroku odpov´ıda´ cˇasu v sekunda´ch. Z gra-
fu je videˇt, zˇe hodnota τ klesa´ prˇiblizˇneˇ exponencia´lneˇ.
Je nutne´ zjistit, co zp˚usobuje takovy´to pr˚ubeˇh okamzˇite´ doby kyvu τ . Da´le je
potrˇeba na za´kladeˇ teˇchto poznatk˚u z nameˇrˇeny´ch dat spocˇ´ıtat odpov´ıdaj´ıc´ı periodu kyvu
idea´ln´ıho fyzika´ln´ıho kyvadla T0, prˇ´ıpadneˇ potrˇebujeme zjistit, jak upravit postup meˇrˇen´ı,
abychom teˇchto vy´sledk˚u dosa´hli.
7.4.4. Prˇ´ıcˇiny nekonstantn´ıho pr˚ubeˇhu zmeˇrˇene´ho τ
R. Nelson a M. G. Olsson v [16] prˇedkla´daj´ı prˇehled d˚ulezˇity´ch korekc´ı, ktere´ je prˇi
meˇrˇen´ı skutecˇne´ periody kyvu (tzn. periody kyvu odpov´ıdaj´ıc´ı idea´ln´ımu fyzika´ln´ımu
kyvadlu) potrˇeba uvazˇovat. Hleda´n´ı prˇesny´ch matematicko-fyzika´ln´ıch vztah˚u, ktery´mi
se rˇ´ıd´ı pohyb skutecˇne´ho kyvadla, je azˇ necˇekaneˇ slozˇity´ proble´m. V dalˇs´ım textu budou
popsa´ny nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı faktory, ktere´ ovlivnˇuj´ı meˇrˇen´ı periody kyvu podstatny´m zp˚usobem
a ktere´ maj´ı za d˚usledek, zˇe doba kyvu z´ıskana´ analy´zou zmeˇrˇene´ho signa´lu nen´ı po celou
dobu meˇrˇen´ı konstantn´ı, jak by odpov´ıdalo teorii.
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Odchylka zp˚usobena´ nenulovou amplitudou
Ve vztahu 3.18 jsme polozˇili zjednodusˇen´ı sinϕ = ϕ. To na´m umozˇnilo zlinearizovat pohy-
bovou diferencia´ln´ı rovnici kyvadla 3.16. Ve skutecˇnosti je doba kyvu skutecˇne´ho kyvadla
funkc´ı amplitudy. Chyba zp˚usobena´ uvedeny´m zjednodusˇen´ım s klesaj´ıc´ı amplitudou ϕm
klesa´ k nule [2].
Prˇesne´ rˇesˇen´ı diferencia´ln´ı rovnice fyzika´ln´ıho kyvadla 3.16 vede na elipticky´ integra´l,
jehozˇ rˇesˇen´ı rozvinut´ım v rˇadu urcˇuje vztah mezi okamzˇitou dobou kyvu τ a okamzˇitou
amplitudou ϕm: Tento vztah je roven ([2], [24]):
τ(ϕm) = T0
[
1 +
(
1
2
)2
sin2
ϕm
2
+
(
1 · 3
2 · 4
)2
sin4
ϕm
2
+ . . .
]
(7.26)
Jedna´ se o funkci, ktera´ s klesaj´ıc´ı amplitudou vy´chylky ϕm konverguje k periodeˇ
T0, cozˇ je hodnota, ktera´ odpov´ıda´ fyzika´ln´ımu kyvadlu (bez uvazˇova´n´ı dalˇs´ıch korekc´ı).
Odchylka hodnot okamzˇite´ periody kyvu τ urcˇene´ podle vztahu 7.26 od hodnot urcˇeny´ch
z obvykly´ch zjednodusˇeny´ch vztah˚u je pro u´hel ϕm = 5
◦ rovna 0,05 %, cozˇ prˇi perioda´ch
typicky´ch pro veˇtsˇinu meˇrˇen´ı (0,5–2 s) prˇedstavuje chybu 0,00025–0,001 s. Optima´ln´ı by
bylo amplitudu udrzˇovat v minima´ln´ıch hodnota´ch; zmeˇrˇeny´ signa´l je vsˇak do urcˇite´ mı´ry
zat´ızˇen sˇumem, cozˇ prˇi prˇ´ıliˇs maly´ch amplituda´ch znemozˇn´ı prokla´da´n´ı sinusovkou.
Odchylka zp˚usobena´ nelinearitou tlumen´ı
Diferencia´ln´ı rovnice ve tvaru 3.24 (resp. 3.25) a na´sledna´ korekce ve tvaru rovnice 3.23
prˇedpokla´daj´ı, zˇe je tlumen´ı prˇ´ımo u´meˇrne´ okamzˇite´ rychlosti; z cˇehozˇ vyply´va´, zˇe ampli-
tuda ϕm bude klesat exponencia´lneˇ. Ve skutecˇnosti se ukazuje, zˇe tomu tak nen´ı, expo-
nencia´ln´ı zmeˇna amplitudy je pouze idea´ln´ı prˇ´ıpad.
Skutecˇne´ tlumen´ı vznika´ jako soucˇet rˇady vliv˚u (trˇen´ı v za´veˇsu, vzdusˇny´ odpor. . . )
Soucˇinitel tlumen´ı proto nen´ı konstantn´ı, ale ma´ charakter kombinace linea´rn´ı a kvadra-
ticke´ slozˇky okamzˇite´ rychlosti, cozˇ se projev´ı tak, zˇe pokles amplitudy v pr˚ubeˇhu meˇrˇen´ı
nen´ı exponencia´ln´ı ([17], [18]), konstantn´ı nen´ı ani soucˇinitel u´tlumu pouzˇ´ıvany´ ve vztahu
pro korekci 3.23. Zmeˇna amplitudy se bude rovnat [16]:
dϕ0
dt
= −αϕ0 − βϕ20 (7.27)
Odsud lze vyja´drˇit pr˚ubeˇh amplitudy:
ϕ0(t) =
αϕ ϕpoc e
−αϕ(t+t0)
βϕ ϕpoc (1− e−αϕ(t+t0)) + αϕ (7.28)
kde ϕ0(t) je pr˚ubeˇh okamzˇite´ u´hlove´ amplitudy v za´vislosti na cˇase t, αϕ a βϕ jsou ko-
eficienty linea´rn´ı a kvadraticke´ slozˇky tlumen´ı a ϕpoc je amplituda v cˇase t0. Vztah lze
prˇepsat pro zmeˇrˇene´ hodnoty napeˇt´ı:
Um(t) =
αU Upoc e
−αU (t+t0)
βU Upoc (1− e−αU (t+t0)) + αU (7.29)
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s analogicky´mi velicˇinami Um(t), αU , βU a Upoc.
Vliv te´to chyby na periodu bude maly´ – me´neˇ nezˇ 0,0001 sekundy pro typicke´
hodnoty. Linearita prˇedpokla´dana´ ve vztahu 7.25 vsˇak zp˚usob´ı, zˇe se tlumena´ sinusovka
prolozˇena´ program Mathcad bude od skutecˇny´ch zmeˇrˇeny´ch hodnot co se ty´cˇe okamzˇite´
amplitudy poneˇkud liˇsit.
Odchylka zp˚usobena´ geometricky´mi vztahy a charakterem sn´ımacˇe
Jako hlavn´ı faktor, kv˚uli ktere´mu ma´ zmeˇrˇena´ doba kyvu τ obvykle pr˚ubeˇh jako na
obra´zku 7.17, se uka´zala by´t chyba zp˚usobena´ charakterem pouzˇite´ho sn´ımacˇe a principem
sn´ıma´n´ı. Prˇi hleda´n´ı periody bylo vycha´zeno z hodnot napeˇt´ı Uz na sn´ımacˇi (viz str. 40).
Avsˇak jak bude vysveˇtleno n´ızˇe, zmeˇrˇena´ hodnota napeˇt´ı Uz nen´ı prˇ´ımo u´meˇrna´ u´hlove´
vy´chylce ϕ. Doba kyvu τU takove´hoto zmeˇrˇene´ho signa´lu tak nen´ı rovna dobeˇ kyvu τϕ
pr˚ubeˇhu u´hlove´ vy´chylky. Je proto nezbytne´ prove´st prˇ´ıslusˇne´ korekce.
Sn´ımacˇ 945-LAY-AD-1C0 vys´ıla´ paprsek zvuku o vysoke´ frekvenci a meˇrˇ´ı cˇas,
za ktery´ se vra´t´ı jeho odraz – na za´kladeˇ prodlevy mezi vysla´n´ım a prˇ´ıjmem spocˇ´ıta´
vzda´lenost od sn´ımacˇe a prˇevede na napeˇt´ı. Za´sadn´ı vy´znam ma´ skutecˇnost, zˇe sn´ımacˇ
sn´ıma´ odraz v urcˇite´m u´hlu [29] – vysˇle paprsek v kuzˇelu o sˇ´ıˇrce 10◦ a urcˇ´ı vzda´lenost
prvn´ıho prˇedmeˇtu, od ktere´ho se paprsek odraz´ı.
Na obra´zku 7.18 je videˇt sche´ma, jak vypada´ situace v nasˇem prˇ´ıpadeˇ. Ra´m je zde
modelova´n jako odrazna´ deska ky´vaj´ıc´ı se s amplitudou ϕ0 a s okamzˇitou vy´chylkou ϕ.
V idea´ln´ım prˇ´ıpadeˇ by sn´ımacˇ meˇrˇil pr˚ubeˇh vzda´lenosti v ose sn´ımacˇe – tedy vy´chylku
na u´secˇce A–A’. Vyslany´ paprsek se vsˇak od odrazne´ desky neodraz´ı v bodeˇ lezˇ´ıc´ım na
u´secˇce A–A’, ale v mı´steˇ, ktere´ ma´ v danou chv´ıli od sn´ımacˇe nejmensˇ´ı vzda´lenost. Takove´
mı´sto bude lezˇet na prˇ´ımce, ktera´ procha´z´ı sn´ımacˇem a je kolma´ na rovinu odrazne´ desky.
A A'
B
B'
ϕ
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k
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B
B'
ϕ
ϕ
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Obr. 7.18: Sche´ma geometricke´ korekce. Sn´ımacˇ nezaznamena´va´ vy´chylku na u´secˇce A–
A’, ale vzda´lenost bodu O pohybuj´ıc´ıho se po trajektorii B–B’.
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Obr. 7.19: Sche´ma geometricke´ korekce – d˚ulezˇite´ rozmeˇry.
Tento bod odrazu O se pohybuje po cˇa´sti Thaletovy kruzˇnice kt. Na obr. 7.18 je cˇervenou
barvou zobrazena trajektorie bodu odrazu (z bodu B do bodu B’) v pr˚ubeˇhu jednoho
kmitu s amplitudou ϕ0. Skutecˇny´ pr˚ubeˇh vy´chylky meˇrˇeny´ na u´secˇce A–A’ by meˇl tvar
modre´ sinusovky; signa´l ze sn´ımacˇe vsˇak ma´ (prˇiblizˇneˇ8) tvar zobrazeny´ cˇervenou krˇivkou.
Takovy´to signa´l nen´ı harmonicky´ – nekmita´ okolo sta´le stejne´ strˇedn´ı hodnoty a prˇedevsˇ´ım
se doba kyvu tohoto signa´lu meˇn´ı s meˇn´ıc´ı se amplitudou ϕ0.
Podle te´to u´vahy na´m sn´ımacˇ ve skutecˇnosti urcˇuje vzda´lenost, ve ktere´ se nacha´z´ı
bod odrazu O od sn´ımacˇe, a nikoli vzda´lenost na prˇ´ımce A–A’. Jak je videˇt z obra´zku 7.19,
bod O se nacha´z´ı na pr˚usecˇ´ıku Thaletovy kruzˇnice kt (se strˇedem v polovineˇ u´secˇky spo-
juj´ıc´ı sn´ımacˇ a osu ky´va´n´ı) a kruzˇnice kL, ktera´ ma´ strˇed v sn´ımacˇi a polomeˇr zmeˇrˇenou
hodnotu vzda´lenosti Lz. Pokud bychom znali hodnoty h (vy´sˇka osy ky´va´n´ı nad osou
sn´ımacˇe) a L0 (vzda´lenost strˇedn´ı hodnoty, okolo ktere´ bude signa´l kmitat), bylo by
mozˇne´ ze zmeˇrˇene´ hodnoty Lz zjistit polohu bodu O jakozˇto pr˚usecˇ´ık zmı´neˇny´ch dvou
kruzˇnic a na´sledneˇ trivia´ln´ım zp˚usobem dopocˇ´ıtat u´hlovou vy´chylku ϕ. Hledana´ peri-
oda by v takove´m prˇ´ıpadeˇ byla zjiˇsteˇna prokla´da´n´ım sinuovky prˇepocˇ´ıtatny´m pr˚ubeˇhem
ϕ(t) = f(Uz(t)). Jak bude vysveˇtleno da´le, skutecˇnost je poneˇkud slozˇiteˇjˇs´ı a takto urcˇene´
vztahy neplat´ı zcela prˇesneˇ9.
Dalˇs´ı faktory ovlivnˇuj´ıc´ı periodu
Mezi dalˇs´ı faktory, ktere´ ovlivnˇuj´ı periodu kyvu, patrˇ´ı korekce odstranˇuj´ıc´ı vliv vztlaku
vzduchu a korekce pocˇ´ıtaj´ıc´ı s prˇidanou hmotnost´ı (added mass) odpov´ıdaj´ıc´ı vzduchu
8V pravou´hly´ch sourˇadnic´ıch nen´ı mozˇne´ pr˚ubeˇh zna´zornit jako za´znam pr˚uvodicˇe; cˇervena´ krˇivka na
obra´zku 7.18 je proto jen prˇiblizˇna´.
9Pozn.: Bylo skutecˇneˇ realizova´no meˇrˇen´ı, jehozˇ c´ılem bylo oveˇrˇit tento postup – k dalˇs´ı analy´ze bylo
prˇistoupeno pote´, co se uka´zalo, zˇe takovy´to postup k dostatecˇne´ prˇesnosti nevede.
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proud´ıc´ımu spolu s ky´vaj´ıc´ı se soucˇa´st´ı. Tyto a dalˇs´ı vlivy, podrobneˇ vysveˇtlene´ v [16],
nebyly prˇi meˇrˇen´ı periody kyvu uvazˇova´ny. Dalˇs´ı chyba mu˚zˇe by´t zp˚usobena´ nedokonalou
tuhosti ra´mu a stojanu. Ra´m, stojan ani odrazna´ plocha nejsou zcela tuhe´ a pohybova´
rovnice 3.24 tento vliv nezahrnuje. Je proto vhodne´ zajistit, aby byly v pr˚ubeˇhu meˇrˇen´ı
deformace ra´mu pokud mozˇno co nejmensˇ´ı – zejme´neˇ z hlediska jeho konstrukce.
7.4.5. Optimalizovana´ metoda meˇrˇen´ı periody
Na za´kladeˇ vy´sˇe uvedeny´ch poznatk˚u byla optimalizova´na metoda meˇrˇen´ı. Prˇi vy´pocˇtech
geomtericke´ korekce prostrˇednictv´ım hleda´n´ı pr˚uniku kruzˇnice kL a Thaletovy kruzˇnice kT
se vsˇak vyskytl dalˇs´ı proble´m. Sn´ımacˇ 945-LAY-AD-1C0 urcˇity´m zp˚usobem zohlednˇuje
smeˇr, ze ktere´ho prˇicha´z´ı odraz, resp. preferuje odraz nacha´zej´ıc´ı se bl´ızˇe ose sn´ımacˇe
oproti odrazu pobl´ızˇ okraje vys´ılane´ho paprsku – sn´ımacˇ vys´ıla´ paprsek ve smeˇru osy a
je proto zrˇejme´, zˇe i odraz tohoto signa´lu bude mı´t ve smeˇru osy sn´ımacˇe veˇtsˇ´ı intenzitu
nezˇ v okrajove´ oblasti. Tato skutecˇnost zp˚usob´ı, zˇe ani vy´pocˇet popsany´ v kapitole 7.4.4
nevede k c´ıli – periody kyvu z´ıskane´ prokla´da´n´ım sinusovky prˇepocˇ´ıtany´m pr˚ubeˇhem ϕ(t)
se prˇi opakovane´m meˇrˇen´ı navza´jem liˇsily o neˇkolik tis´ıcin sekundy; pro nasˇe potrˇeby je
vsˇak nezbytne´ doc´ılit prˇesnosti vysˇsˇ´ı.
Pozˇadovane´ prˇesnosti bylo po se´rii experiment˚u doc´ıleno prostrˇednictv´ım jedno-
duche´ho zarˇ´ızen´ı – va´lcove´ho st´ınidla, zobrazene´ho na obra´zku 7.20. Toto st´ınidlo zmensˇuje
u´hel vys´ılane´ho paprsku – jak je zrˇejme´ z obra´zku 7.21, bude mı´t tento novy´ u´hel veli-
kost ψs = arctan(Φm/2Lm). Od ucˇite´ velikosti vzda´lenosti Lm jizˇ nen´ı sn´ımacˇ schopny´
rozpoznat c´ıl a meˇrˇit vzda´lenost, maxima´ln´ı hodnota Lm by´va´ obvykle cca 200 mm. Pro
pr˚umeˇr Φm = 20 mm a vzda´lenost Lm = 200 mm vycha´z´ı u´hel ψs = 2, 86
◦ .= 3◦.
Meˇrˇen´ı bude usporˇa´da´no tak, aby byla osa sn´ımacˇe orientova´na v˚ucˇi odrazne´ desce
ra´mu (v klidove´ poloze) s u´hlem r˚uzny´m od 90◦, jak ukazuje obr. 7.22. Pokud by byl
sn´ımacˇ orientova´n s u´hlem 90◦, meˇrˇil by sn´ımacˇ vzda´lenost na krˇivce B–B’ (ne zcela prˇesneˇ,
snímač
trubka
pěnový 
materiál
Obr. 7.20: Va´lcove´ st´ınidlo – ultrazvukovy´ sn´ımacˇ je umı´steˇn uvnitrˇ. Peˇnovy´ materia´l
omezuje nezˇa´douc´ı odrazy ultrazvukove´ho signa´lu.
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ψ0
ψs
Lm
Φm
Obr. 7.21: U´hel vys´ılane´ho paprsku s pouzˇit´ım va´lcove´ho st´ınidla.
jak bylo vysveˇtleno vy´sˇe). Sn´ımacˇ vychy´l´ıme o u´hel ζ, aby paprsek (omezeny´ va´lcovy´m
st´ınidlem) krˇivku B–B’ mı´jel10. Sn´ımacˇ bude meˇrˇit vzda´lenost nejblizˇsˇ´ıho bodu, na ktery´
paprsek naraz´ı – v tomto prˇ´ıpadeˇ to bude bod lezˇ´ıc´ı na prˇ´ımce vznikle´ omezen´ım paprsku
hranou st´ınidla. Ta je odkloneˇna o u´hel β. Sn´ımacˇ prˇi takove´mto usporˇa´da´n´ı bude meˇrˇit
vzda´lenost bodu lezˇ´ıc´ıho na u´secˇce C–C’. Tu lze se znalost´ı u´hlu β prˇepocˇ´ıtat goniomet-
ricky´mi funkcemi tak, abychom z´ıskali pr˚ubeˇh vy´chylky na prˇ´ımce A–A’. Prˇepocˇ´ıtany´m
signa´lem lze vy´sˇe uvedeny´m postupem prokla´dat sinusovku a urcˇit tak periodu kyvu.
U´hel β nesmı´ by´t veˇtsˇ´ı nezˇ 10◦ – pro veˇtsˇ´ı u´hly sn´ımacˇ jizˇ nen´ı schopen zachytit
odrazˇeny´ paprsek a tedy i meˇrˇit vzda´lenost, jak je vysveˇtleno v [29]. U´hel β vsˇak za´rovenˇ
mus´ı by´t natolik velky´, aby sn´ımacˇ meˇrˇil vzda´lenost skutecˇneˇ na u´secˇce C–C’ – tzn. aby
se neprojevila vlastnost sn´ımacˇe, kv˚uli ktere´ preferuje prˇedmeˇty v bl´ızkosti osy sn´ımacˇe.
A A'
B
B'
ϕ
0
ζ
C
C'
ψs
β
Obr. 7.22: Princip optimalizovane´ metody meˇrˇen´ı periody – odkloneˇn´ı osy sn´ımacˇe.
10Poloha bod˚u B a B’ je urcˇena okamzˇitou amplitudou ϕ0, je tedy nutne´ uvazˇovat pocˇa´tecˇn´ı ampli-
tudu ϕpoc, aby paprsek mı´jel krˇivku B-B’ po celou dobu meˇrˇen´ı.
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Prˇesnost optimalizovane´ metody
Byla provedeno meˇrˇen´ı periody kyvu soucˇa´sti s c´ılem oveˇrˇit prˇesnost te´to metody. Tabulka
7.3 ukazuje zmeˇrˇene´ hodnoty periody prˇi pouzˇit´ı te´to metody. Usporˇa´da´n´ı meˇrˇen´ı (tzn.
u´hel odkloneˇn´ı sn´ımacˇe ζ, vzda´lenost sn´ımacˇe od odrazne´ desky L0 a mı´ru zast´ıneˇn´ı
sˇ´ıˇrky paprsku danou u´hlem ψ) bylo voleno na´hodneˇ, aby se ve vy´sledc´ıch tento prˇ´ıpadny´
na´hodny´ vliv projevil. Jedna´ se o meˇrˇen´ı periody kyvu trˇet´ı verze ra´mu.
Cˇ. meˇrˇen´ı 1 2 3 4 5 6 7 8
Perioda/s 1,1651 1,1658 1,1647 1,1659 1,1669 1,1655 1,1647 1,1670
Tab. 7.3: Zmeˇrˇene´ periody pomoc´ı optimalizovane´ metody meˇrˇen´ı ultrazvukovy´m
sn´ımacˇem.
Z teˇchto hodnot byla spocˇ´ıta´na pr˚umeˇrna´ hodnota T = 1, 1657 s. Strˇedn´ı kvadra-
ticka´ chyba pr˚umeˇru je rovna σ = 0, 00032 s. Pro pravdeˇpodobnost P = 95 % a pocˇet
meˇrˇen´ı n = 8 je absolutn´ı chyba vypocˇtene´ hodnoty rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 00076 s .=
0, 0008 s. Takova´to prˇesnost pro u´cˇely te´to pra´ce postacˇuje.
Prostrˇednictv´ım postupu popsane´ho na straneˇ 46 byl zjiˇsteˇno, zda a jak se meˇn´ı
okamzˇita´ doba kyvu τ v prˇ´ıpadeˇ, zˇe postupujeme zde uvedeny´m optimalizovany´m postu-
pem. Typicky´ pr˚ubeˇh pr˚ubeˇhu τ(t) v takove´m prˇ´ıpadeˇ ukazuje obra´zek 7.23. V pocˇa´tku
signa´lu je videˇt urcˇity´ pokles okamzˇite´ doby kyvu, od urcˇite´ho okamzˇiku (zde cca 60.
sekunda meˇrˇen´ı) z˚usta´va´ prˇiblizˇneˇ konstantn´ı. Ke konci meˇrˇen´ı (zde cca od 140. sekundy)
se projevuje vliv zasˇumeˇn´ı signa´lu – Mathcad jizˇ nen´ı schopen prolozˇit signa´lem tlumenou
sinusovku dostatecˇneˇ prˇesneˇ, a tak se projev´ı urcˇite´ roztrˇesen´ı okamzˇite´ doby kyvu. Toto
roztrˇesen´ı je ve strˇedn´ı cˇa´sti (60–140 s) prˇijatelneˇ male´, proto je nejvhodneˇjˇs´ı prokla´dat
sinusovku pra´veˇ v te´to strˇedn´ı cˇa´sti. Du˚lezˇity´ rozd´ıl pr˚ubeˇhu 7.23 oproti 7.17 spocˇ´ıva´
v tom, zˇe se hodnota τ u optimalizovane´ metody pohybuje (od urcˇite´ho okamzˇiku) okolo
sta´le stejne´ hodnoty – a neklesa´ jako v prˇ´ıpadeˇ 7.17.
Obr. 7.23: Pr˚ubeˇh okamzˇite´ doby kyvu τ u optimalizovane´ metody.
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7.5. Meˇrˇen´ı vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ od osy ky´va´n´ı
Ve vztahu 7.7 figuruj´ı trˇi de´lkove´ velicˇiny – lr (vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı),
lt (vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa od osy ky´va´n´ı) a lc (vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m
+ meˇrˇene´ teˇleso od osy ky´va´n´ı). Prˇi meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti je nezbytne´ tyto trˇi
hodnoty zjistit s dostatecˇnou prˇesnost´ı. K tomuto u´cˇelu opeˇt poslouzˇ´ı fotogrammetricky´
syste´m Tritop.
Vsˇechny trˇi pouzˇ´ıvane´ ra´my (obr. 7.1, 7.3 a 7.4) obsahuj´ı d˚ulezˇity´ spolecˇny´ prvek –
vodorovne´ rameno, ktere´ ma´ na sve´m povrchu meˇlke´ dra´zˇky, do ktery´ch zapadaj´ı ostre´
hroty stojanu. Postup, ktery´ bude uveden da´le, se vztahuje ke trˇet´ı verzi ra´mu (obr. 7.4),
principia´lneˇ by jej vsˇak bylo mozˇne´ s drobny´mi modifikacemi pouzˇ´ıt i u prˇedchoz´ıch dvou
verz´ı.
Meˇrˇen´ı lt i lr je zalozˇene´ na stejne´m principu. Oproti tomu zjiˇst’ova´n´ı lc je odliˇsne´ –
bude urcˇeno vy´pocˇtem.
7.5.1. Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı – lr
S ra´mem byl spojen sourˇadny´ syste´m – tak, jak je videˇt na obra´zku 7.24. V tomto prˇ´ıpadeˇ
nen´ı podstatne´, jaky´m zp˚usobem je sourˇadny´ syste´m s ra´mem spojen – jde na´m vy´hradneˇ
o relativn´ı vzda´lenosti. Vu˚cˇi tomuto sourˇadne´mu syste´mu byla urcˇena poloha teˇzˇiˇsteˇ
metodou zaveˇsˇen´ı popsanou v kapitole 4. Sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ ra´mu v˚ucˇi dane´mu
sourˇadne´mu syste´mu se rovnaj´ı:
rx = 140, 234 mm
ry = 19, 363 mm
rz = 5, 813 mm
(7.30)
Odpov´ıdaj´ıc´ı strˇedn´ı kvadraticka´ chyba σ = 0, 027 mm. Pro pravdeˇpodobnost P = 95 %
a pocˇet meˇrˇen´ı n = 5 je polomeˇr koule prˇesnosti Rp
.
= 0, 076 mm.
Nyn´ı je nutne´ k tomuto sourˇadne´mu syste´mu urcˇit rovnici osy ky´va´n´ı. Vzhledem
k tomu, zˇe byla dra´zˇka ve vodorovne´m rameni, do n´ızˇ zapadaj´ı ostre´ hroty stojanu, vyro-
Obr. 7.24: Sourˇadny´ syste´m spojeny´ s ra´mem a odpov´ıdaj´ıc´ı poloha teˇzˇiˇsteˇ.
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boční plocha
spodní plocha
l1
Obr. 7.25: Rameno ra´mu – pohled ze smeˇru osy ky´va´n´ı.
bena tak, aby tvorˇila po cele´ de´lce ramena jednu prˇ´ımku, lze tuto dra´zˇku povazˇovat pra´veˇ
za hledanou osu ky´va´n´ı.
Geometricky´ popis ramena ukazuje obra´zek 7.25. Rameno ma´ profil ve tvaru p´ıs-
mene L. Dra´zˇka, nacha´zej´ıc´ı se ve spodn´ı plosˇe, je rovnobeˇzˇna´ s bocˇn´ı plochou a lezˇ´ı ve
vzda´lenosti l1.
Spodn´ı i bocˇn´ı plocha jsou oznacˇeny neko´dovany´mi referencˇn´ımi body. Syste´mem
Tritop je zjiˇsteˇna jejich poloha a na´sledneˇ je body lezˇ´ıc´ımi na bocˇn´ı plosˇe prolozˇena bocˇn´ı
rovina a body lezˇ´ıc´ımi na spodn´ı plosˇe je prolozˇena spodn´ı rovina11 – viz obr. 7.26. Ve
vzda´lenosti l1 od takto vznikle´ bocˇn´ı roviny vytvorˇ´ıme rovnobeˇzˇnou osovou rovinu
12.
Hledana´ osa ky´va´n´ı je pr˚usecˇnic´ı13 spodn´ı a osove´ roviny.
Obr. 7.26: Vysveˇtlen´ı postupu hleda´n´ı osy ky´va´n´ı – prokla´da´n´ı rovin v syste´mu Tritop.
11Prˇ´ıkazem Primitives – Plane – Best-Fit Plane.
12Prˇ´ıkazem Primitives – Plane – Parallel Plane.
13Prˇ´ıkaz Primitives – Line – Intersection Line.
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Nyn´ı jizˇ Tritop zna´ polohu osy ky´va´n´ı i polohu teˇzˇiˇsteˇ v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu.
V teˇzˇiˇsti vytvorˇ´ıme bod Point teziste prˇ´ıkazem Primitives – Point – Point se sourˇadnicemi
dany´mi rovnicemi 7.30. Vzda´lenost tohoto bodu od osy ky´va´n´ı urcˇ´ıme prˇ´ıkazem Dimensi-
ons – Distances – Projected-Point Distance.
Vzda´lenost osy ky´va´n´ı (tzn. dra´zˇky ve spodn´ı plosˇe vodorovne´ho ramena ra´mu) od
teˇzˇiˇsteˇ ra´mu je pro prˇ´ıpad zde uvazˇovane´ho ra´mu rovna lr
.
= 19, 45 mm.
Pro potrˇeby urcˇen´ı vzda´lenosti lc, tzn. vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m + teˇleso od
osy ky´va´n´ı, potrˇebujeme jesˇteˇ urcˇit u´hel αr – u´hel mezi spodn´ı rovinou a u´secˇkou spojuj´ıc´ı
osu ky´va´n´ı s teˇzˇiˇsteˇm (bude vysveˇtleno v kapitole 7.5.3). Sche´ma ukazuje obra´zek 7.27.
V syste´mu Tritop vytvorˇ´ıme rovinu pohledu, ktera´ je kolma´ na osu ky´va´n´ı a procha´z´ı
teˇzˇiˇsteˇm14. Da´le vytvorˇ´ıme u´secˇku BT 15, ktera´ spojuje teˇzˇiˇsteˇ s pr˚usecˇ´ıkem osy a roviny
pohledu16. Prˇ´ımka p vznikne jako pr˚usecˇnice roviny pohledu a spodn´ı roviny. Hledany´ u´hel
αr zjist´ıme prˇ´ıkazem Dimensions – Angles – Line-Line Angle jakozˇto u´hel mezi prˇ´ımkou
p a u´secˇkou BT .
Pro prˇ´ıpad trˇet´ı verze ra´mu je hodnota αr rovna αr = 94, 9
◦.
T
αr
B
p
spodní rovina
rovina pohledu 
Obr. 7.27: Sche´ma zjiˇst’ova´n´ı u´hlu αr.
7.5.2. Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ meˇrˇene´ho teˇlesa od osy ky´va´n´ı – lt
Postup je obdobny´ jako v prˇedchoz´ı kapitole. S meˇrˇenou soucˇa´st´ı spoj´ıme sourˇadny´ syste´m
a nejprve v˚ucˇi neˇmu zjist´ıme metodou popsanou v kapitole 4 sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ.
Pote´ teˇleso umı´st´ıme na ra´m a meˇrˇ´ıme periodu kyvu celku ra´m + teˇleso (Tc). Sys-
te´mem Tritop urcˇ´ıme k tomuto sourˇadne´mu syste´mu (spojene´mu se soucˇa´st´ı) polohu
osy ky´va´n´ı – stejny´m postupem, jako v prˇedchoz´ı kapitole. A protozˇe zna´me k tomuto
sourˇadne´mu syste´mu polohu teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti, mu˚zˇeme opeˇt prˇ´ıkazem Dimensions – Distan-
ces – Projected Point Distance zjistit hledanou vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa od osy ky´va´n´ı –
lt.
14Prˇ´ıkaz Primitives – Plane – Point-Normal Plane.
15Prˇ´ıkazem Primitives – Line – Point-Point Line.
16Prˇ´ıkaz Primitives – Point – Intersection Point.
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Analogicky k minule´mu prˇ´ıpadu urcˇ´ıme u´hel mezi spodn´ı rovinou ra´mu (obr. 7.27)
a u´secˇkou spojuj´ıc´ı osu ky´va´n´ı a teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa – z´ıska´me tak u´hel αt, ktery´ vyuzˇijeme prˇi
vy´pocˇtu vzda´lenosti lc.
Pro potrˇeby vy´pocˇtu tenzoru setrvacˇnosti je nakonec potrˇeba urcˇit i dva body, ktere´
lezˇ´ı na ose ky´va´n´ı, abychom z nich mohli spocˇ´ıtat smeˇrove´ kosiny. Ucˇin´ıme tak prˇ´ıkazem
Primitives – Points – Points From Line. Z´ıska´me tak sourˇadnice dvou bod˚u, ktere´ definuj´ı
osu ky´va´n´ı.
7.5.3. Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m + meˇrˇene´ teˇleso od osy
ky´va´n´ı – lc
Zjistit polohu teˇzˇiˇsteˇ ra´mu, se ktery´m je spojena meˇrˇena´ soucˇa´st, lze v principu i po-
stupem popsany´m v kapitole 4 a vzda´lenost od osy ky´va´n´ı lc mu˚zˇeme zjistit analogicky
k prˇedchoz´ım dveˇma prˇ´ıpad˚um. Takovy´ postup ma´ vsˇak neˇkolik nedostatk˚u – soucˇa´st
umist’ujeme na ra´m prˇi kazˇde´m meˇrˇen´ı jinak a bylo by nezbytne´ pokazˇde´ meˇrˇit polohu
teˇzˇiˇsteˇ znovu, cozˇ by velmi vy´razneˇ prodlouzˇilo cˇas potrˇebny´ k meˇrˇen´ı (viz kapitola 7.5.5).
Nav´ıc lze takovy´to postup pouzˇ´ıt jen v prˇ´ıpadeˇ trˇet´ı verze ra´mu, resp. takove´ho ra´mu,
u ktere´ho je soucˇa´st s ra´mem pevneˇ spojena.
Vzda´lenost lc proto bude vy´hodneˇjˇs´ı urcˇit vy´pocˇtem. V prˇedchoz´ıch dvou kapitola´ch
jsme zjistili vzda´lenosti lt (vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti od osy ky´va´n´ı), lr (vzda´lenost ra´mu
od osy ky´va´n´ı) a u´hly αr a αt, cozˇ jsou u´hly mezi spodn´ı rovinou ra´mu a u´secˇkou spojuj´ıc´ı
osu ky´va´n´ı a teˇzˇiˇsteˇ ra´mu, resp. teˇlesa. Vzda´lenost lc odvod´ıme v pohledu ve smeˇru osy
ky´va´n´ı – viz obra´zek 7.28. Teˇzˇiˇsteˇ celku ra´m + meˇrˇene´ teˇleso bude lezˇet na spojnici teˇzˇiˇst’
obou samostatny´ch cˇa´st´ı ve vzda´lenosti, ktera´ bude v opacˇne´m pomeˇru hmotnost´ı.
lt
αt αr lr
x
y
mt
mr
Obr. 7.28: Urcˇova´n´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ celku ra´m + meˇrˇene´ teˇleso (lc).
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Polohu teˇzˇiˇsteˇ a na´sledneˇ vzda´lenost od osy jsme urcˇovali pokazˇde´ v jine´m sourˇad-
ne´m syste´mu (u urcˇova´n´ı lr v sourˇadne´m syste´mu spojene´m s ra´mem a lt v sourˇadne´m
syste´mu spojene´m s teˇlesem). Zavedeme proto novy´ sourˇadny´ syste´m (x, y), jehozˇ pocˇa´tek
lezˇ´ı na ose ky´va´n´ı a osa y je kolma´ na spodn´ı rovinu – viz obr. 7.28. Zna´me´ vzda´lenosti
lr a lt jsou potom vzda´lenosti od pocˇa´tku tohoto sourˇadne´ho syste´mu, u´hly αr a αt se
zobraz´ı jako u´hel od osy x.
Urcˇ´ımeˇ sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ ra´mu i sourˇadnice teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa v˚ucˇi tomuto sourˇadne´mu
syste´mu:
Tt = [lt cosαt; lt sinαt] (7.31)
Tr = [lr cosαr; lr sinαr] (7.32)
Sourˇadnice hledane´ho teˇzˇiˇsteˇ urcˇ´ıme na za´kladeˇ vztahu pro polohu teˇzˇiˇsteˇ [10]:
~rt =
∑
imi ~ri
m
(7.33)
Pro na´sˇ prˇ´ıpad dostaneme sourˇadnice polohy teˇzˇiˇsteˇ celku ra´m + meˇrˇena´ soucˇa´st:
~rt =
[
mt lt cosαt +mr lr cosαr
mt +mr
;
mt lt sinαt +mr lr sinαr
mt +mr
]
(7.34)
a odsud hledanou hodnotu lc jako vzda´lenost od pocˇa´tku sourˇadne´ho syste´mu:
lc =
√(
mt lt cosαt +mr lr cosαr
mt +mr
)2
+
(
mt lt sinαt +mr lr sinαr
mt +mr
)2
(7.35)
7.5.4. Odhad chyby meˇrˇen´ı vzda´lenosti
Abychom mohli urcˇit celkovou chybu meˇrˇen´ı vztahem 7.12, potrˇebujeme zna´t absolutn´ı
chybu, se kterou jsme zjistili jednotlive´ vzda´lenosti.
l1
lt,r
αt,r
Rt,r
Obr. 7.29: Urcˇen´ı chyby meˇrˇen´ı vzda´lenosti. Pozn. polomeˇr Rt,r je za´meˇrneˇ neˇkolikana´-
sobneˇ zveˇtsˇen.
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Chybu meˇrˇen´ı lt a lr lze odhadnout v pohledu v norma´love´ rovineˇ osy ky´va´n´ı –
obr. 7.29. Koule prˇesnosti polohy teˇzˇiˇsteˇ (viz str. 23) se promı´tne jako kruh o polomeˇru
Rt,r. Pro prˇ´ıpad meˇrˇen´ı vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy ky´va´n´ı je Rr = 0, 076 mm.
Vzda´lenost l1 na obra´zku 7.25 byla urcˇena posuvny´m meˇrˇidlem, chyba meˇrˇen´ı je tedy
∆l1 = 0, 05 mm. Tato vzda´lenost se do smeˇru vzda´lenosti lt,r projev´ı jako ∆l1 cosαt,r.
Pro velikost u´hlu αr v prˇ´ıpadeˇ trˇet´ı verze ra´mu je pr˚umeˇt te´to chyby do smeˇru lr roven
∆l1r = 0, 003 mm.
Celkova´ chyba meˇrˇen´ı vzda´lenosti pro prˇ´ıpad lr tak bude rovna
∆lr = ∆l1r + r = 0, 003 mm + 0, 076 mm
∆lr
.
= 0, 08 mm
(7.36)
Stejny´m postupem odhadneme chybu meˇrˇen´ı pro prˇ´ıpad lt. Chyba vypocˇtene´ hodnoty lc
byla odhadnuta jako soucˇet chyb ∆lc = ∆lr + ∆lt
17.
Velikost chyb se ukazuje by´t prˇijatelneˇ mala´ pro veˇtsˇinu meˇrˇeny´ch soucˇa´st´ı.
7.5.5. Cˇasova´ na´rocˇnost uvedene´ho postupu
Uvazˇujme, zˇe je k urcˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu prˇi pouzˇit´ı metody
popsane´ v kapitole 4 potrˇeba prove´st 4–5 meˇrˇen´ı18 v syste´mu Tritop. Pokud budeme
urcˇovat hodnoty lr, lt a lc postupem popsany´m v te´to kapitole, je potrˇeba k zjiˇsteˇn´ı
momentu setrvacˇnosti k jedne´ ose prove´st:
1. 4–5 meˇrˇen´ı Tritopem k zjiˇsteˇn´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ ra´mu v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu spo-
jene´mu s ra´mem a k zjiˇsteˇn´ı lr (a αr)
2. 4–5 meˇrˇen´ı k zjiˇsteˇn´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu spojene´mu
se soucˇa´st´ı
3. 1 meˇrˇen´ı k zjiˇsteˇn´ı lt a αt; ze zna´my´ch hodnot lze dopocˇ´ıtat vzda´lenost lc
Pokud bychom vzda´lenost lc neurcˇovali vy´pocˇtem, ale stejny´m postupem jako v prˇ´ı-
padeˇ lt a lr, potrˇebovali bychom i v trˇet´ım bodeˇ namı´sto jednoho prove´st 4–5 meˇrˇen´ı –
kv˚uli hleda´n´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ celku ra´m + meˇrˇena´ soucˇa´st.
Jak bude popsa´no v kapitole 9, budeme u jedne´ soucˇa´sti prova´deˇt meˇrˇen´ı k neˇkolika
osa´m (6 a v´ıce). Body 1 a 2 tak provedeme jen jednou, opakovat se bude pouze bod 3.
Zjiˇst’ova´n´ı polohy lc vy´pocˇtem namı´sto meˇrˇen´ım v takove´m prˇ´ıpadeˇ velmi zkra´t´ı cˇas
potrˇebny´ k uskutecˇneˇn´ı cele´ho meˇrˇen´ı. Pro prˇ´ıpad meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti teˇhlice
(kapitola 10) potrˇebujeme zde uvedeny´m postupem prove´st cca 4 + 4 + 9 · 1 = 17
meˇrˇen´ı v Tritopu. Pokud bychom vzda´lenost lc nepocˇ´ıtali, ale prˇ´ımo meˇrˇili, bylo by to
4 + 4 + 9 · 4 = 44. Zvoleny´ postup je tedy vy´razneˇ rychlejˇs´ı.
17Pozn. Tento odhad nen´ı zcela prˇesny´, pro prvotn´ı odhad chyby vsˇak dostacˇuje.
18T´ım je mı´neˇno nafotit jednu sadu fotografiı a prove´st vy´pocˇet v software Tritop.
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7.6. Meˇrˇen´ı hmotnosti soucˇa´st´ı
Posledn´ımi velicˇinami, ktere´ je nutne´ zadat do vztahu 7.7, jsou hmotnosti ra´mu mr a
hmotnost meˇrˇene´ho teˇlesa mt. K jejich urcˇen´ı byly pouzˇity laboratorn´ı va´hy.
Hmotnost, kterou bylo potrˇeba urcˇit, se pohybovala v rozmez´ı cca 0,2–8 kg. K dis-
pozici byly va´hy s r˚uznou prˇesnost´ı a zejme´na r˚uzny´m meˇrˇic´ım rozsahem. Proto bylo pro
kazˇdou soucˇa´st vzˇdy vybra´na nejprˇesneˇjˇs´ı dostupna´ va´ha, ktera´ svy´m meˇrˇic´ım rozsahem
dostacˇovala.
Byly pouzˇ´ıva´ny dveˇ va´hy – pro hmotnosti 0–5 kg digita´ln´ı va´ha Eta 1770 a pro
vysˇsˇ´ı hmotnosti (5–10 kg) va´ha Transporta 5567/II.
Opeˇt je nezbytne´ urcˇit absolutn´ı chybu meˇrˇen´ı, a to na za´kladeˇ manua´lu a vy´robn´ıch
sˇt´ıtk˚u vah. Manua´l va´hy Eta 1770 uva´d´ı prˇesnost meˇrˇen´ı (tedy chybu meˇrˇen´ı) ∆m =
0, 001 g. Vy´robn´ı sˇt´ıtek va´hy Transporta 5567/II. uva´d´ı prˇesnost ∆m = 0, 002 g. Tyto
hodnoty byly dosazova´ny do vztah˚u 7.15 a 7.16 jakozˇto hodnoty ∆mt a ∆mr.
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8. Oveˇrˇen´ı prˇesnosti metody meˇrˇen´ı
momentu setrvacˇnosti
Byla provedena meˇrˇen´ı, jejichzˇ c´ılem bylo oveˇrˇit, do jake´ mı´ry se zmeˇrˇene´ hodnoty
momentu setrvacˇnosti shoduj´ı s teori´ı, aby bylo mozˇne´ odpoveˇdeˇt na ota´zku, zda me-
toda nen´ı zat´ızˇena´ d˚ulezˇitou systematickou chybou. Pro tyto potrˇeby byla vybra´na dveˇ
modelova´ teˇlesa – ocelovy´ krouzˇek a ocelova´ koule.
8.1. Meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti ocelove´ho krouzˇku
Jedna´ se o duty´ va´lec (obr. 8.1) s vneˇjˇs´ım pr˚umeˇrem D = 75, 8mm, vnitrˇn´ım pr˚umeˇrem
d = 32mm a vy´sˇkou v = 29, 5mm. Krouzˇek byl umı´steˇn na ra´m tak, aby jeho osa byla
rovnobeˇzˇna´ s osou ky´va´n´ı.
Byly zmeˇrˇeny vsˇechny hodnoty potrˇebne´ k tomu, abychom mohli vypocˇ´ıtat moment
setrvacˇnosti – viz tabulka 8.11.
Obr. 8.1: Ocelovy´ krouzˇek slouzˇ´ıc´ı k oveˇrˇen´ı prˇesnosti metody meˇrˇen´ı momentu se-
trvacˇnosti.
Meˇrˇena´ velicˇina Symbol Hodnota Absolutn´ı chyba
Hmotnost ra´mu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg
Hmotnost teˇlesa mt 0,843 kg ∆mt = 0,001 kg
Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm
Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa od osy kyvu lt 47,75 mm ∆lt = 0,05 mm
Perioda kyvu samotne´ho ra´mu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s
Perioda kyvu dvojice ra´m + teˇleso Tc 0,7330 s ∆Tc = 0,0005 s
Tab. 8.1: Zmeˇrˇene´ hodnoty ocelove´ho krouzˇku.
1Teˇzˇiˇsteˇ krouzˇku bylo uvazˇova´no v jeho strˇedu; chyba ∆lt byla odhadnuta na za´kladeˇ prˇesnosti meˇrˇen´ı
Tritopem [28].
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Da´le byla zmeˇrˇena velikost αt – u´hlu mezi spodn´ı rovinou a u´secˇkou spojuj´ıc´ı
teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti (krouzˇku) s osou ky´va´n´ı: αt = 89, 2
◦. Z prˇedchoz´ıch meˇrˇen´ı zna´me αr =
94, 8◦. Vztahem 7.35 byla urcˇena vzda´lenost lc = 34, 95 mm a odpov´ıdaj´ıc´ı chyba ∆lc =
0, 13 mm.
Prostrˇednictv´ım vztahu 7.7 byla z hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt a lr a lc spocˇ´ıta´na velikost
momentu setrvacˇnosti v˚ucˇi ose rovnobeˇzˇne´ s osou ky´va´n´ı, procha´zej´ıc´ı teˇzˇiˇsteˇm:
Its = 692, 87 · 10−6 kg m2 (8.1)
Du˚lezˇite´ bude porovna´n´ı s teoreticky´mi hodnotami. Pro moment setrvacˇnosti dute´ho
va´lce v˚ucˇi ose va´lce plat´ı vztah:
Iteor =
1
2
mt
(
R2 + r2
)
(8.2)
Dosazen´ım R = 75, 8/2 mm a r = 32/2 mm z´ıska´me:
Iteor = 713, 35 · 10−6 kg m2
Rozd´ıl teoreticke´ a zmeˇrˇene´ hodnoty:
∆teor = |Iteor − Its| = 20, 48 · 10−6 kg m2
Procentua´ln´ı pod´ıl ∆teor/Iteor je roven
∆teor
Iteor
= 2, 87 %
Jak je videˇt, teoreticka´ a zmeˇrˇena´ hodnota momentu setrvacˇnosti se do znacˇne´ mı´ry
shoduj´ı. Rozd´ıl mezi zmeˇrˇenou a teoretickou hodnotou momentu setrvacˇnosti mu˚zˇe by´t
mimo jine´ zp˚usoben skutecˇnost´ı, zˇe osa va´lce nebyla prˇi meˇrˇen´ı zcela prˇesneˇ rovnobeˇzˇna´
s osou ky´va´n´ı – toho nelze doc´ılit. I tak mu˚zˇeme vy´sledek povazˇovat za prˇijatelneˇ prˇesny´.
Prostrˇednictv´ım vztah˚u 7.12–7.19 byla stanovena absolutn´ı a relativn´ı chyba meˇrˇen´ı:
∆Its = 33, 87 · 10−6 kg m2 (8.3)
δIts = 4, 61 % (8.4)
Relativn´ı chyba meˇrˇen´ı δIts je veˇtsˇ´ı nezˇ obvykle pozˇadovana´ 3 %. Jak vsˇak bylo
zmı´neˇno, tento postup odhadu chyby meˇrˇen´ı je konzervativn´ı. U teˇles s veˇtsˇ´ım momentem
setrvacˇnosti se absolutn´ı chyba projev´ı mensˇ´ı relativn´ı chybou – veˇtsˇina beˇzˇny´ch soucˇa´st´ı
podvozk˚u ma´ moment setrvacˇnosti dostatecˇneˇ velky´, takzˇe se relativn´ı chyba meˇrˇen´ı bude
pohybovat pod pozˇadovany´mi trˇemi procenty, jak bude uka´za´no da´le.
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8.2. Meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti ocelove´ koule
V prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ byl krouzˇek spojen s ra´mem tak, aby jeho osa byla rovnobeˇzˇna´
s osou ky´va´n´ı – to vsˇak nen´ı mozˇne´ zcela prˇesneˇ zarucˇit, mezi osou va´lce a osou ky´va´n´ı
bude ve skutecˇnosti vzˇdy nenulovy´ u´hel. Pro druhe´ kontroln´ı meˇrˇen´ı proto byla vybra´na
soucˇa´st, u ktere´ na orientaci v˚ucˇi ose ky´va´n´ı neza´lezˇ´ı; tento pozˇadavek splnˇuje pouze
koule – moment setrvacˇnosti koule je v˚ucˇi vsˇem osa´m procha´zej´ıc´ım strˇedem stejny´. Byla
pouzˇita ocelova´ koule zobrazena´ na obr. 8.2. Jednotlive´ d´ılcˇ´ı zmeˇrˇene´ hodnoty shrnuje
tabulka 8.2.
Obr. 8.2: Ocelova´ koule slouzˇ´ıc´ı k oveˇrˇen´ı prˇesnosti metody meˇrˇen´ı momentu setrvacˇnosti.
Meˇrˇena´ velicˇina Symbol Hodnota Absolutn´ı chyba
Hmotnost ra´mu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg
Hmotnost teˇlesa mt 0,443 kg ∆mt = 0,001 kg
Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm
Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ teˇlesa od osy kyvu lt 30,89 mm ∆lt = 0,05 mm
Perioda kyvu samotne´ho ra´mu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s
Perioda kyvu dvojice ra´m + teˇleso Tc 0,8685 s ∆Tc = 0,0003 s
Tab. 8.2: Zmeˇrˇene´ hodnoty ocelove´ koule.
Velikost u´hlu αt je rovna αt = 88, 2
◦, u´hel αr zna´me z prˇedchoz´ıch meˇrˇen´ı – αr =
94, 8◦. Odpov´ıdaj´ıc´ı vzda´lenost lc zjiˇsteˇna´ vztahem 7.35 je lc = 23, 87 mm.
Vztahem 7.7 byla spocˇ´ıta´na velikost momentu setrvacˇnosti v˚ucˇi ose procha´zej´ıc´ı
strˇedem:
Its = 108, 41 · 10−6 kg m2 (8.5)
Pro moment setrvacˇnosti koule plat´ı vztah:
Iteor =
2
5
mtr
2 (8.6)
Dosazen´ım polomeˇru r = 24, 5 mm z´ıska´me:
Iteor = 106, 36 · 10−6 kg m2
62
8.2. MEˇRˇENI´ MOMENTU SETRVACˇNOSTI OCELOVE´ KOULE
Rozd´ıl teoreticke´ a zmeˇrˇene´ hodnoty je roven:
∆teor = |Iteor − Its| = 2, 04 · 10−6 kg m2
Procentua´ln´ı pod´ıl ∆teor/Iteor je roven
∆teor
Iteor
= 1, 92 %
Je videˇt, zˇe prˇesnost, se kterou umı´me meˇrˇit periodu kyvu, vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy
ky´va´n´ı a hmotnost, vyhovuje sp´ıˇse veˇtsˇ´ım teˇles˚um. Urcˇity´ pod´ıl na chybeˇ meˇrˇen´ı mu˚zˇe
mı´t i skutecˇnost, zˇe vztah 8.6 plat´ı pro prˇesnou kouli; skutecˇna´ koule se od modelove´ho
idea´lu bude vzˇdy poneˇkud liˇsit.
Na za´kladeˇ vy´sledk˚u a srovna´n´ım s teoreticky´mi hodnotami mu˚zˇeme vyslovit za´veˇr,
zˇe metoda nen´ı zat´ızˇena´ relevantn´ı systematickou chybou a zˇe prˇina´sˇ´ı dostatecˇneˇ
prˇesne´ vy´sledky.
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9. Vy´pocˇet tenzoru setrvacˇnosti
z nameˇrˇeny´ch hodnot
Jak bylo zmı´neˇno v kapitole 7.1, tenzor setrvacˇnosti ve tvaru 2.3 obsahuje sˇest
neza´visly´ch slozˇek – trˇi momenty setrvacˇnosti k osa´m dane´ho karte´zske´ho sourˇadne´ho
syste´mu Ix, Iy a Iz a trˇi deviacˇn´ı momenty Dxy, Dxz a Dyz. K urcˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti
jednoho teˇlesa proto potrˇebujeme prove´st sˇest meˇrˇen´ı a zjistit tak moment setrvacˇnosti
k sˇesti r˚uzny´m osa´m. Z teˇchto sˇesti hodnot je pote´ nutne´ jednotlive´ slozˇky tenzoru se-
trvacˇnosti dopocˇ´ıtat – v te´to kapitole bude popsa´no jak1.
Vztahem 7.7 je vypocˇ´ıta´n Itt – moment setrvacˇnosti v˚ucˇi ose, ktera´ procha´z´ı teˇzˇiˇsteˇm,
prˇicˇemzˇ toto teˇzˇiˇsteˇ obecneˇ nen´ı totozˇne´ s pocˇa´tkem sourˇadne´ho syste´mu. Zavedeme proto
novy´ sourˇadny´ syste´m (xt, yt, zt), jehozˇ pocˇa´tek se nacha´z´ı v teˇzˇiˇsti teˇlesa a jehozˇ osy jsou
rovnobeˇzˇne´ k osa´m p˚uvodn´ıho sourˇadne´ho syste´mu (x, y, z), ktery´ jsme pouzˇ´ıvali prˇi jed-
notlivy´ch meˇrˇen´ıch – viz obr. 9.1.
Tenzor setrvacˇnosti budeme urcˇovat k osa´m tohoto sourˇadne´ho syste´mu (xt, yt, zt).
Osy tohoto syste´mu jsou centra´ln´ımi osami setrvacˇnosti [13].
x
y
z
xt
yt
zt
Obr. 9.1: Sourˇadny´ syste´m (xt, yt, zt), v˚ucˇi neˇmuzˇ je urcˇova´n tenzor setvacˇnosti. Pocˇa´tek
se nacha´z´ı v teˇzˇiˇsti.
9.1. Odvozen´ı vztahu pro vy´pocˇet slozˇek tenzoru se-
trvacˇnosti
Na obra´zku 9.2 je obecne´ teˇleso s obecneˇ orientovany´m sourˇadny´m syste´mem (x, y, z) a
osou rotace urcˇenou jednotkovy´m vektorem ~n:
~n =~i cosα +~j cos β + ~k cos γ = (cosα, cos β, cos γ)T (9.1)
1Pu˚vodn´ı mysˇlenka vy´pocˇt˚u cˇerpa´ z [15].
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xz
y
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n
Obr. 9.2: Vy´pocˇet tenzoru setrvacˇnosti z nameˇrˇeny´ch hodnot.
kde cosα, cos β a cos γ jsou smeˇrove´ kosiny osy rotace v˚ucˇi osa´m sourˇadne´ho syste´mu.
Hodnoty α, β a γ lze trivia´ln´ım zp˚usobem dopocˇ´ıtat ze sourˇadnic bod˚u definuj´ıc´ıch osu
ky´va´n´ı – viz strana 56.
Moment setrvacˇnosti teˇlesa v˚ucˇi te´to ose (Ito) mu˚zˇeme vyja´drˇit jako integra´l prˇes
hmotnost teˇlesa podle vztahu:
Ito =
∫
R2 dm
=
∫
(~r sinφ)2 dm
=
∫
|~r× ~n|2 dm (9.2)
prˇicˇemzˇ ~r je polohovy´ vektor elementu o hmotnosti dm. Takovy´ element ma´ sourˇadnice:
~r = (x, y, z)T (9.3)
Dosazen´ım 9.1 a 9.3 do 9.2 a pote´ vektorovy´m a skala´rn´ım soucˇinem lze z´ıskat:
Ito =
∫
(y cos γ − z cos β, z cosα− x cos γ, x cos β − y cosα)2 dm
=
∫ [
(y cos γ − z cos β)2 + (z cosα− x cos γ)2 + (x cos β − y cosα)2] dm
Tuto rovnici lze upravit na vztah:
Ito = Ix cos
2 α+Iy cos
2 β+Iz cos
2 γ −2Dxy cosα cos β −2Dyz cos β cos γ −2Dxz cosα cos γ
(9.4)
kde Ix, Iy a Iz jsou hlavn´ı momenty setrvacˇnosti ve tvaru definovane´m vztahem 2.4 a Dxy,
Dyz a Dxz jsou deviacˇn´ı momenty ve tvaru 2.5. Rovnice 9.4 uda´va´ vztah mezi jednot-
livy´mi slozˇkami tenzoru setrvacˇnosti, momentem setrvacˇnosti v˚ucˇi ose rotace
procha´zej´ıc´ı pocˇa´tkem sourˇadne´ho syste´mu a smeˇrovy´mi kosiny te´to osy.
K rovnici 9.4 lze dospeˇt i na za´kladeˇ vztah˚u pro transformaci tenzoru setrvacˇnosti
do sourˇadne´ho syste´mu s pootocˇeny´mi osami (viz naprˇ. [12]).
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9.2. Postup meˇrˇen´ı a vy´pocˇt˚u
Prˇi meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti zmeˇrˇ´ıme momenty setrvacˇnosti teˇlesa v˚ucˇi sˇesti r˚uzny´m
osa´m prostrˇednictv´ım vy´sˇe uvedene´ho postupu. Orientace teˇchto os je do urcˇite´ mı´ry
na´hodna´ – jsme omezeni tvarem teˇlesa, protozˇe potrˇebujeme soucˇa´st vhodneˇ (tzn. do-
statecˇneˇ pevneˇ) upevnit do svorky ra´mu. Je vsˇak nezbytne´ se snazˇit zohlednit pozˇadavky
na vhodnou orientaci os – sˇest zmeˇrˇeny´ch moment˚u setrvacˇnosti by meˇlo co nejkom-
plexneˇji popisovat setrvacˇne´ vlastnosti soucˇa´sti, resp. setrvacˇne´ vlastnosti za rotace ve
vsˇech smeˇrech. Osy by meˇly proto by´t v˚ucˇi sobeˇ orientova´ny s pokud mozˇno co nejveˇtsˇ´ım
u´hlem2.
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ z´ıska´me meˇrˇen´ım sˇest moment˚u setrvacˇnosti k sˇesti osa´m procha´-
zej´ıc´ımi teˇzˇiˇsteˇm It1–It6 a smeˇrove´ kosiny teˇchto os cosα1–cosα6, cos β1–cos β6 a cos γ1–
cos γ6. Pro kazˇdou osu a odpov´ıdaj´ıc´ı moment setrvacˇnosti plat´ı rovnice 9.4. Z´ıska´me tak
sˇest rovnic ve tvaru 9.4:
It1 = Ix cos2 α1 + Iy cos2 β1 + Iz cos2 γ1 − 2Dxy cosα1 cosβ1 − 2Dyz cosβ1 cos γ1 − 2Dxz cosα1 cos γ1
It2 = Ix cos2 α2 + Iy cos2 β2 + Iz cos2 γ2 − 2Dxy cosα2 cosβ2 − 2Dyz cosβ2 cos γ2 − 2Dxz cosα2 cos γ2
It3 = Ix cos2 α3 + Iy cos2 β3 + Iz cos2 γ3 − 2Dxy cosα3 cosβ3 − 2Dyz cosβ3 cos γ3 − 2Dxz cosα3 cos γ3
It4 = Ix cos2 α4 + Iy cos2 β4 + Iz cos2 γ4 − 2Dxy cosα4 cosβ4 − 2Dyz cosβ4 cos γ4 − 2Dxz cosα4 cos γ4
It5 = Ix cos2 α5 + Iy cos2 β5 + Iz cos2 γ5 − 2Dxy cosα5 cosβ5 − 2Dyz cosβ5 cos γ5 − 2Dxz cosα5 cos γ5
It6 = Ix cos2 α6 + Iy cos2 β6 + Iz cos2 γ6 − 2Dxy cosα6 cosβ6 − 2Dyz cosβ6 cos γ6 − 2Dxz cosα6 cos γ6
(9.5)
Vystupuje zde sˇest nezna´my´ch – Ix, Iy, Iz, Dxy, Dyz a Dxz, cozˇ je sˇest neza´visly´ch
slozˇek tenzoru setrvacˇnosti. Rˇesˇen´ım lze tyto nezna´me´ dopocˇ´ıtat, cˇ´ımzˇ z´ıska´me vsˇech
deveˇt hledany´ch slozˇek tenzoru setrvacˇnosti ve vztahu 2.3.
9.3. Odhad chyby prˇi urcˇova´n´ı tenzoru setrvacˇnosti
Meˇrˇen´ı samotne´ je na´rocˇne´ na prˇesnost a na´chylne´ k chybeˇ – ve vztaz´ıch vystupuje
mnozˇstv´ı meˇrˇeny´ch velicˇin a chyba v jedine´ z nich znehodnot´ı vy´sledky. Potrˇebujeme
oveˇrˇit, zda jsme se te´to (hrube´) chyby nedopustili.
Do urcˇite´ mı´ry lze prˇesnost oveˇrˇit tak, zˇe zmeˇrˇ´ıme moment setrvacˇnosti k dalˇs´ı
(kontroln´ı) ose. Z´ıska´me tak hodnotu Ik a smeˇrove´ kosiny cosαk, cos βk a cos γk. Vztahem
9.4 urcˇ´ıme, kolik by se meˇl moment setrvacˇnosti k te´to kontroln´ı ose rovnat podle tenzoru
2Mu˚zˇeme ilustrovat na prˇ´ıkladu: Meˇjme zmeˇrˇeny´ moment k peˇti osa´m setrvacˇnosti a nyn´ı rˇesˇme, jak
orientovat osu sˇestou. Pokud bude u´hel mezi sˇestou osou a jednou z peˇti prˇedchoz´ıch os naprˇ´ıklad 5◦, bude
mnozˇstv´ı nove´ informace, ktere´ z´ıska´me meˇrˇen´ım momentu setrvacˇnosti k te´to sˇeste´ ose, pomeˇrneˇ male´.
Jestlizˇe vsˇak bude u´hel v˚ucˇi ktere´koli dalˇs´ı ose roven naprˇ. nejme´neˇ 45◦, bude mnozˇstv´ı nove´ informace
z´ıskane´ t´ımto sˇesty´m meˇrˇen´ım vy´razneˇ veˇtsˇ´ı. Pokud bychom byli schopni zmeˇrˇit moment setrvacˇnosti
zcela prˇesneˇ, nehra´lo by to roli. V rea´lne´m meˇrˇen´ı vsˇak vhodna´ orientace os omez´ı vliv neprˇesnost´ı a t´ım
i chyb.
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setrvacˇnosti (ktery´ jsme z´ıskali vy´pocˇtem z prˇedchoz´ıch sˇesti meˇrˇen´ı) – z´ıska´me hodnotu
Iteor. Porovna´me ji se zmeˇrˇeny´m momentem setrvacˇnosti Ik:
δ =
Ik − Iteor
Iteor
· 100 [%] (9.6)
Snazˇ´ıme se, aby meˇla kontoln´ı osa co nejveˇtsˇ´ı u´hel v˚ucˇi osa´m sourˇadne´ho syste´mu
(xt, yt, zt). Vy´sledna´ chyba je do urcˇite´ mı´ry ovlivneˇna na´hodou, proto kontrolu obvykle
provedeme ve v´ıce nezˇ jednom prˇ´ıpadeˇ a odhadneme procentua´ln´ı chybu jako nejveˇtsˇ´ı ze
vznikly´ch δi.
Tento postup odhadu chyby da´va´ za´kladn´ı prˇedstavu o tom, zda jsme se nedopus-
tili hrube´ chyby v jednotlivy´ch meˇrˇen´ıch. Procentua´ln´ı odchylka δ je cˇa´stecˇneˇ zp˚usobena
chybou konkre´tn´ıho kontroln´ıho meˇrˇen´ı a jen cˇa´stecˇneˇ chybou vypocˇtene´ho tenzoru se-
trvacˇnosti, ktera´ na´s ve skutecˇnosti zaj´ıma´. Postup te´zˇ neumozˇnˇuje odhalit systematicke´
chyby, ktere´ by se projevily stejny´m d´ılem ve vsˇech meˇrˇen´ıch a ovlivnily tak cely´ tenzor
setrvacˇnosti.
9.4. Transformace tenzoru setrvacˇnosti
Vy´sˇe popsany´m postupem jsme z´ıskali tenzor setrvacˇnosti k sourˇadne´mu syste´mu (xt, yt, zt).
Pokud bychom potrˇebovali prˇepocˇ´ıtat tenzor do jine´ho sourˇadne´ho syste´mu, je potrˇeba
pouzˇ´ıt transformacˇn´ıch vztah˚u. Postup vy´pocˇt˚u cˇerpa´ z [12] a [13], kde je take´ provedeno
odvozen´ı.
Tenzor setrvacˇnosti v˚ucˇi posunuty´m osa´m
Ma´me tenzor setrvacˇnosti It v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu s pocˇa´tkem v teˇzˇiˇsti. Pro tenzor
setrvacˇnosti I2 nacha´zej´ıc´ı se v sourˇadne´m syste´mu (x2, y2, z2), jehozˇ osy jsou posunuty
oproti sourˇadne´mu syste´mu v teˇzˇiˇsti (xt, yt, zt) o vektor (dx, dy, dz), plat´ı:
I2 = It + Im (9.7)
kde Im je tenzor setrvacˇnosti hmotne´ho bodu umı´steˇne´ho v teˇzˇiˇsti, ve ktere´m je soustrˇedeˇna
cela´ hmotnost teˇlesa [12]:
Im =
 m(d2y + d2z) −m dx dy −m dx dz−m dx dy m(d2x + d2z) −m dy dz
−m dx dz −m dy dz m(d2x + d2y)
 (9.8)
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Tenzor setrvacˇnosti v˚ucˇi pootocˇeny´m osa´m
Ma´me tenzor setrvacˇnosti I1 v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu (x1, y1, z1) a druhy´ sourˇadny´
syste´m (x2, y2, z2) s pocˇa´tkem ve stejne´m bodeˇ, ale jinou orientac´ı os. Pro tyto dva
sourˇadne´ syste´my vytvorˇ´ıme transformacˇn´ı matici slozˇenou ze smeˇrovy´ch kosin˚u:
T =
 cosαx cosαy cosαzcos βx cos βy cos βz
cos γx cos γy cos γz
 (9.9)
kde cosαx, cos βx a cos γx jsou smeˇrove´ kosiny osy x2 v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu (x1, y1, z1),
da´le analogicky.
Tenzor setrvacˇnosti I2 v˚ucˇi sourˇadne´mu syste´mu (x2, y2, z2) je roven [12]:
I2 = T
T · I1 ·T (9.10)
Hlavn´ı osy setrvacˇnosti
Hlavn´ı osy setrvacˇnosti jsou takove´ osy, ke ktery´m jsou nulove´ deviacˇn´ı momenty – viz
rovnice 2.6. S pouzˇit´ım vztahu 9.10 mu˚zˇeme psa´t: I1 0 00 I2 0
0 0 I3
 = TT · I1 ·T (9.11)
cozˇ je v podstateˇ proble´m hleda´n´ı vlastn´ıch hodnot a vlastn´ıho vektoru tenzoru se-
trvacˇnosti ([12], [15]). Podmı´nka rˇesˇen´ı:∣∣∣∣∣∣∣
(Ix − λ) −Dxy −Dxz
−Dxy (Iy − λ) −Dyz
−Dxz −Dyz (Iz − λ)
∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (9.12)
vede na rovnici ve tvaru
λ3 + aλ2 + bλ+ c = 0 (9.13)
kde a, b a c jsou konstanty3. Rea´lne´ korˇeny rovnice 9.13 jsou hledany´mi hlavn´ımi momenty
setrvacˇnosti, smeˇrove´ kosiny os z´ıska´me jako vlastn´ı vektory tenzoru setrvacˇnosti.
V programove´m prostrˇed´ı Mathcad vy´pocˇet vlastn´ıch hodnot provedeme prˇ´ıkazem
eigenvals(I). Smeˇrove´ kosiny hlavn´ıch os lze z´ıskat prˇ´ıkazem eigenvecs(I).
3Lze je z´ıskat vyja´drˇen´ım determinantu 9.12 a u´pravou.
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10. Realizace meˇrˇen´ı tenzoru
setrvacˇnosti soucˇa´sti
V te´to kapitole bude popsa´na prakticka´ aplikace vy´sˇe uvedene´ho postupu meˇrˇen´ı
(a vy´pocˇtu) tenzoru setrvacˇnosti soucˇa´sti – meˇrˇena byla teˇhlice formule Ford zobrazena´
na obra´zku 5.3. Jako sourˇadny´ syste´m, ke ktere´mu byl tenzor setrvacˇnosti urcˇova´n, byl
zvolen syste´m rovnobeˇzˇny´ se sourˇadny´m syste´mem zobrazene´m na obr. 5.3 nacha´zej´ıc´ı se
v teˇzˇiˇsti teˇlesa (tzn. pocˇa´tek nove´ho syste´mu (xt, yt, zt) lezˇ´ı v sourˇadnic´ıch (−4, 414 mm;
−63, 112 mm; −28, 151 mm) p˚uvodn´ıho sourˇadne´ho syste´mu – viz kapitola 5.3).
K urcˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti je potrˇeba urcˇit momenty setrvacˇnosti k sˇesti osa´m.
Ve vsˇech prˇ´ıpadech budeme pouzˇ´ıvat stejny´ ra´m (verze 3), proto i hodnoty vztahuj´ıc´ı se
k ra´mu jsou pro vsˇech sˇest meˇrˇen´ı stejne´. Spolecˇne´ hodnoty shrnuje tabulka 10.1.
Meˇrˇena´ velicˇina Symbol Hodnota Absolutn´ı chyba
Hmotnost ra´mu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg
Hmotnost teˇhlice mt 2,149 kg ∆mt = 0,001 kg
Vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ ra´mu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm
Perioda kyvu samotne´ho ra´mu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s
U´hel u´secˇky BT αr 94,9
◦ ∆αr = 0,1◦
Tab. 10.1: Spolecˇne´ hodnoty prˇi meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti teˇhlice formule Ford.
Teˇhlici budeme spojovat s ra´mem tak, abychom zohlednili pozˇadavky popsane´ v ka-
pitole 9.2. Zmeˇrˇ´ıme momenty setrvacˇnosti v˚ucˇi sˇesti r˚uzny´m osa´m. V kazˇde´m jednotlive´m
meˇrˇen´ı zjist´ıme tyto d´ılcˇ´ı hodnoty: vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ teˇhlice od osy ky´va´n´ı prˇi dane´
orientaci teˇhlice (lt1–lt6), u´hel mezi spodn´ı rovinou a u´secˇkou spojuj´ıc´ı teˇzˇiˇsteˇ
teˇhlice s osou (αt1–αt6), periodu kyvu dvojice ra´m + teˇhlice prˇi dane´ orientaci
teˇhlice (Tc1–Tc6) a smeˇrove´ kosiny i-te´ osy ky´va´n´ı (cosαi, cos βi a cos γi).
Obr. 10.1: Program Vy´pocˇet smeˇrovy´ch kosin˚u.
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Osa lti/mm αti/
◦ Tci/s cosαi cos βi cos γi
1 170,701 81,3 0,9273 0,05394 -0,99800 -0,03290
2 172,470 84,5 0,9310 0,63102 0,77399 0,05231
3 80,135 88,0 0,7142 0,02431 0,04138 -0,99885
4 86,524 80,7 0,7512 0,44288 -0,01578 0,89644
5 93,822 108,8 0,7686 0,08041 0,81478 0,57317
6 79,298 100,3 0,8470 -0,67317 -0,73652 0,06619
Tab. 10.2: Vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ teˇhlice od osy ky´va´n´ı, u´hly u´secˇek BT spojuj´ıc´ı teˇzˇiˇsteˇ
teˇhlice s osou ky´va´n´ı, priody kyvu dvojice ra´m + teˇhlice a smeˇrove´ kosiny os.
K vy´pocˇtu smeˇrovy´ch kosin˚u z dvojic bod˚u urcˇuj´ıc´ıch osu ky´va´n´ı (z´ıska´me je z meˇ-
rˇen´ı Tritopem) byl vytvorˇen jednoduchy´ program v prostrˇed´ı Delphi, ktery´ tento vy´pocˇet
znacˇneˇ zrychluje – viz obr. 10.1.
Hodnoty z´ıskane´ z sˇesti meˇrˇen´ı ukazuje tabulka 10.2. Na za´kladeˇ znalosti jednot-
livy´ch u´hl˚u αti byla vztahem 7.35 zjiˇsteˇna vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m + teˇhlice prˇi
jednotlivy´ch meˇrˇen´ıch – viz tabulka 10.3.
lc1/ mm lc2 / mm lc3/ mm lc4 / mm lc5 / mm lc6 / mm
133,692 135,083 65,307 70,034 75,558 64,686
Tab. 10.3: Jednotlive´ vzda´lenosti lc.
Z souboru z´ıskany´ch hodnot spocˇ´ıta´me vztahem 7.7 momenty setrvacˇnosti It1–It6
odpov´ıdaj´ıc´ı jednotlivy´m osa´m – viz tabulka 10.4.
It1 It2 It3 It4 It5 It6
[10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2]
14,012 14,212 5,170 7,271 8,057 14,707
Tab. 10.4: Jednotlive´ momenty setrvacˇnosti.
Z hodnot It1–It6 a smeˇrovy´ch kosin˚u os z´ıska´me sˇest rovnic o sˇesti nezna´my´ch ve
tvaru 9.5, ve ktery´ch figuruje sˇest nezna´my´ch – Ix, Iy, Iz, Dxy, Dyz a Dxz. Rˇesˇen´ım
dostaneme vsˇech deveˇt slozˇek tenzoru setrvacˇnosti. Vypocˇteny´ tenzor je roven:
I =
 14, 030 0, 301 0, 6180, 301 14, 284 −3, 448
0, 618 −3, 448 4, 893
 · 10−3 kg m2 (10.1)
Pro potrˇeby oveˇrˇen´ı prˇesnosti byla provedena dalˇs´ı trˇi d´ılcˇ´ı meˇrˇen´ı momentu se-
trvacˇnosti. Teˇhlice byla umı´steˇna na ra´m v dalˇs´ıch trˇech (tentokra´t na´hodny´ch) orien-
tac´ıch – kontroln´ı osy k1–k3. Byly opeˇt zmeˇrˇeny vsˇechny potrˇebne´ hodnoty v˚ucˇi teˇmto
osa´m – viz tabulka 10.5.
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Osa ltk/mm αtk/
◦ Tck/s cosαk cos βk cos γk
k1 168,318 91,5 0,9206 0,46652 -0,88009 -0,08827
k2 175,414 96,6 0,9311 -0,99315 0,11379 0,02653
k3 59,124 73,5 0,8520 -0,38876 0,91520 0,10618
Tab. 10.5: Jednotlive´ hodnoty prˇi kontroln´ıch meˇrˇen´ıch.
Odpov´ıdaj´ıc´ı vzda´lenosti lck shrnuje tabulka 10.6
lck1/ mm lck2 / mm lck3/ mm
132,011 137,382 49,154
Tab. 10.6: Jednotlive´ vzda´lenosti lck.
Z teˇchto hodnot byly zjiˇsteˇny momenty setrvacˇnosti vztahem 7.7 – z´ıska´me tak hod-
noty Ik1–Ik3. Ke stejny´m osa´m byly spocˇ´ıtane´ i teoreticke´ hodnoty na za´kladeˇ vy´sledne´ho
tenzoru 10.1 prostrˇednictv´ım vztahu 9.4 – z´ıska´me tak hodnoty Iteor1–Iteor3. Pokud bychom
se prˇi meˇrˇen´ı nedopustili zˇa´dne´ chyby, tyto hodnoty by se shodovaly. A naopak, chyba
v neˇktere´ z hodnot v tabulka´ch 10.2 a 10.5 se projev´ı tak, zˇe se hodnoty zmeˇrˇene´ v˚ucˇi
na´hodny´m osa´m a odpov´ıdaj´ıc´ı spocˇ´ıtane´ z tenzoru setrvacˇnosti shodovat nebudou. Byly
spocˇ´ıta´ny procentua´ln´ı odchylky δ1–δ3 vztahem 9.6. Hodnoty shrnuje tabulka 10.7.
Osa Ik [10
−3kg m2] Iteor [10−3kg m2] δ [%]
k1 13,580 13,322 -1,93
k2 13,435 13,905 3,38
k3 13,134 13,205 0,54
Tab. 10.7: Kontroln´ı meˇrˇen´ı. Ik – zmeˇrˇene´ hodnoty momentu setrvacˇnosti, Iteor – hodnoty
z´ıskane´ z vypocˇtene´ho tenzoru setrvacˇnosti 10.1, δ – procentua´ln´ı odchylka.
Jak je videˇt, procentua´ln´ı odchylky δ vsˇech trˇ´ı kontroln´ıch meˇrˇen´ı jsou male´; to da´va´
prˇedpoklad, zˇe jsme se nedopustili d˚ulezˇite´ na´hodne´ (hrube´) chyby. Procentua´ln´ı odchylka
druhe´ho kontroln´ıho meˇrˇen´ı nicme´neˇ prˇesahuje obvykle pozˇadovana´ 3 %.
Vhodne´ by bylo zmeˇrˇit tenzor setrvacˇnosti v´ıcekra´t, a to vcˇetneˇ vsˇech d´ılcˇ´ıch meˇrˇen´ı
(tzn. znovu zva´zˇit ra´m i teˇleso, urcˇit polohu teˇzˇiˇsteˇ ra´mu i teˇlesa, prove´st jednotliva´
meˇrˇen´ı period kyvu prˇi r˚uzny´ch poloha´ch a zmeˇrˇit odpov´ıdaj´ıc´ı vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ od
osy ky´va´n´ı a na´sledneˇ znovu vypocˇ´ıtat tenzor setrvacˇnosti). Takto bychom z´ıskali neˇkolik
tenzor˚u setrvacˇnosti, ktere´ bychom mohli vza´jemneˇ porovnat a prˇ´ıpadneˇ i statisticky zpra-
covat. Vzhledem k rozsa´hlosti nebylo toto neˇkolikana´sobne´ meˇrˇen´ı v te´to pra´ci realizova´no.
Optimalizace postupu, ktery´m lze odhadnout prˇesnost zmeˇrˇene´ho tenzoru setrvacˇnosti,
z˚usta´va´ otevrˇena´ dalˇs´ımu vy´zkumu.
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11. Zhodnocen´ı metody meˇrˇen´ı
momentu setrvacˇnosti
Navrzˇena´ metoda slouzˇ´ı k zjiˇst’ova´n´ı momentu setrvacˇnosti a umozˇnˇuje i vy´pocˇet
vsˇech sˇesti neza´visly´ch slozˇek tenzoru setrvacˇnosti. Vzhledem k tomu, zˇe se jedna´ o kom-
plexn´ı proble´m, je vhodne´ zhodnotit zvla´sˇt’ kazˇdou d˚ulezˇitou cˇa´st.
11.1. Koncepce meˇrˇen´ı
Metoda vycha´z´ı z principu meˇrˇen´ı periody kyvu fyzika´ln´ıho kyvadla a na´sledne´ho vy´pocˇtu
momentu setrvacˇnosti z pohybove´ rovnice. Z metod popsany´ch v kapitole 3.2 je tato me-
toda nejsna´ze realizovatelna´ v laboratorn´ıch podmı´nka´ch – veˇtsˇinu potrˇebny´ch pomu˚cek
bylo mozˇne´ zhotovit v beˇzˇneˇ vybavene´m d´ılenske´m prostrˇed´ı. Naprˇ. u metody torzn´ıho
kyvadla by bylo potrˇeba slozˇiteˇ rˇesˇit, jak zarucˇit, aby prˇi meˇrˇen´ı z˚usta´vala sta´le stejna´
osa ky´va´n´ı.
Tvar teˇles obvykle neumozˇnˇuje prˇ´ıme´ meˇrˇen´ı – soucˇa´st proto mus´ıme spojovat s ra´-
mem a moment setrvacˇnosti soucˇa´sti rˇesˇit jako rozd´ıl Ico−Iro. Prˇi na´vrhu vhodne´ho ra´mu
byl kladen d˚uraz prˇedevsˇ´ım na univerza´lnost, aby mohl by´t ra´m pouzˇit v co nejveˇtsˇ´ım
mnozˇstv´ı prˇ´ıpad˚u. Uka´zalo se, zˇe univerza´ln´ı ra´m prakticky zhotovit nejde; cˇ´ım uni-
verza´lneˇjˇs´ı ra´m totizˇ navrhneme, t´ım veˇtsˇ´ı bude mı´t vlastn´ı moment setrvacˇnosti a t´ım
v´ıce se ve vy´sledne´ periodeˇ Tc projev´ı jeho vliv, cozˇ zneprˇesn´ı vy´sledky. Ra´m cˇ. 3 (obr.
7.4) je tak kompromisem, ktery´ se vsˇak nehod´ı pro rozmeˇrneˇjˇs´ı soucˇa´sti.
Pokud by tato metoda byla pouzˇita pro rozmeˇrneˇjˇs´ı soucˇa´sti, zrˇejmeˇ by bylo ne-
zbytne´ zhotovit v´ıce ra´mu˚, ktere´ by umozˇnˇovaly zaveˇsˇen´ı soucˇa´sti v r˚uzny´ch poloha´ch.
U kazˇde´ho ra´mu zvla´sˇt’ bychom vsˇak museli meˇrˇit periodu kyvu Tr a zejme´na urcˇovat
polohu teˇzˇiˇsteˇ, cozˇ vy´razneˇ prodlouzˇ´ı celkovy´ cˇas meˇrˇen´ı.
11.2. Meˇrˇen´ı periody kyvu
Tato cˇa´st pra´ce se uka´zala by´t nejv´ıce problematicka´. Ultrazvukovy´ sn´ımacˇ zp˚usobuje
svy´m charakterem d˚ulezˇitou odchylku, kterou je nutne´ zohlednit. Navrzˇeny´m postupem
se podarˇilo vliv te´to odchylky eliminovat a doc´ılit tak dostatecˇneˇ prˇesny´ch vy´sledk˚u.
Postup je nicme´neˇ pomeˇrneˇ na´rocˇny´ na spra´vne´ nastaven´ı (zejme´na u´hlu ζ a vzda´lenosti
Lm na obra´zku 7.22).
V dalˇs´ıch experimentech by bylo vhodne´ vyzkousˇet jiny´ druh bezkontaktn´ıho sn´ımacˇe
– takove´ho, kde bychom nemuseli zohlednˇovat geometrickou korekci (tzn. naprˇ´ıklad la-
serovy´ sn´ımacˇ apod.) Pokud bychom se pokusili optimalizovat metodu opticke´ za´vory,
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11.3. MEˇRˇENI´ VZDA´LENOSTI TEˇZˇISˇTEˇ SOUCˇA´STI OD OSY KY´VA´NI´
zrˇejmeˇ bychom nakonec doc´ılili i zde dostatecˇneˇ prˇesny´ch vy´sledk˚u – zrˇejmeˇ by pomohla
na´hrada zˇa´rovky laserovy´m paprskem.
11.3. Meˇrˇen´ı vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti od osy ky´va´n´ı
Tato cˇa´st u´zce souvis´ı s meˇrˇen´ım polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´sti – je nezbytne´ nejprve urcˇit polohu
teˇzˇiˇsteˇ a teprve pote´ zjiˇst’ovat hledanou vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy. Bylo by pravdeˇpodobneˇ
velmi slozˇite´ navrhnout postup zalozˇeny´ na zcela odliˇsne´m principu, ktery´ by prˇi meˇrˇen´ı
vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ od osy ky´va´n´ı umozˇnˇoval dosa´hnout srovnatelne´ prˇesnosti.
V pra´ci byla vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ dvojice ra´m + meˇrˇena´ soucˇa´st (lc) urcˇova´na vy´pocˇtem
ze zna´my´ch hodnot lt, lr, αt a αr vztahem 7.35. Teoreticky by bylo mozˇne´ urcˇovat polohu
teˇzˇiˇsteˇ prˇ´ımo metodou zaveˇsˇen´ı a vzda´lenost lc urcˇit stejny´m postupem jako v prˇ´ıpadeˇ lt
a lr. Doc´ılili bychom tak sice veˇtsˇ´ı prˇesnosti, avsˇak za cenu, zˇe by se meˇrˇen´ı stalo vy´razneˇ
zdlouhaveˇjˇs´ım, jak vysveˇtluje kapitola 7.5.5. Takovy´to postup by byl nav´ıc mozˇny´ pouze
s trˇet´ı verz´ı ra´mu, resp. s takovy´mi ra´my, kde je teˇleso s ra´mem pevneˇ spojeno.
11.4. Vy´pocˇet tenzoru setrvacˇnosti
Navrzˇena´ metoda pracuje s vy´pocˇtem tenzoru setrvacˇnosti ze znalosti moment˚u setrvacˇnosti
k sˇesti osa´m, jejichzˇ poloha je do urcˇite´ mı´ry volena na´hodneˇ. Uka´zalo se, zˇe t´ımto po-
stupem skutecˇneˇ lze tenzor setrvacˇnosti meˇrˇit a zˇe lze doc´ılit prˇijatelny´ch vy´sledk˚u.
Dalˇs´ı vy´zkum by se meˇl v budoucnu zameˇrˇit na zdokonalen´ı postupu odhadu chyby
meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti. Celkoveˇ se metoda meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti poty´ka´ s jed-
n´ım proble´mem, ktery´m je cˇasova´ na´rocˇnost – naprˇ. meˇrˇen´ı tenzoru setrvacˇnosti teˇhlice
formule Ford, popsane´ v kapitole 10, zabralo vcˇetneˇ urcˇova´n´ı poloh teˇzˇiˇsteˇ ra´mu a teˇhlice
v´ıce nezˇ 20 hodin pra´ce. I z hlediska trva´n´ı meˇrˇen´ı tak nab´ız´ı tato metoda prostor k dalˇs´ı
optimalizaci.
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12. Shrnut´ı a za´veˇr
C´ılem te´to pra´ce bylo vypracovat pilotn´ı studii metody, kterou lze u soucˇa´st´ı pod-
vozk˚u vozidel meˇrˇit d˚ulezˇite´ mechanicke´ velicˇiny – polohu teˇzˇiˇsteˇ a momenty setrvacˇnosti,
resp. tenzor setrvacˇnosti. Pra´ce ukazuje, jak lze pro tento u´cˇel pouzˇ´ıt fotogrammetricky´
syste´m Tritop a dalˇs´ı specializovane´ vybaven´ı laboratorˇ´ı U´ADI. Rˇesˇen´ı bylo uvazˇova´no
pro prˇ´ıpady, kdy nema´me k dispozici pocˇ´ıtacˇovy´ model meˇrˇene´ soucˇa´sti a nemu˚zˇeme tedy
tyto hledane´ mechanicke´ velicˇiny z´ıskat vy´pocˇtem.
Prvn´ı cˇa´st pra´ce prˇedkla´da´ prˇehled metod, ktery´mi se obvykle poloha teˇzˇiˇsteˇ a mo-
menty setrvacˇnosti meˇrˇ´ı. Je pouka´za´no na typicke´ proble´my, ktere´ se prˇi pouzˇit´ı jednot-
livy´ch postup˚u mohou naskytnout.
V dalˇs´ı cˇa´sti pra´ce je navrzˇena metoda meˇrˇen´ı polohy teˇzˇiˇsteˇ soucˇa´st´ı. Vycha´z´ı
z prˇedpokladu, zˇe se teˇleso volneˇ zaveˇsˇene´ na pruzˇne´m vla´kneˇ usta´l´ı v poloze, ve ktere´ se
bude teˇzˇiˇsteˇ nacha´zet na svisle´ prˇ´ımce vedene´ bodem zaveˇsˇen´ı. Syste´m Tritop umozˇnˇuje
vyrˇesˇit proble´m, jak urcˇit dostatecˇneˇ prˇesneˇ polohu soucˇa´sti, anizˇ by toto meˇrˇen´ı ovlivnˇo-
valo polohu zaveˇsˇene´ho teˇlesa. Navrzˇenou metodou lze dosa´hnout velmi dobre´ prˇesnosti
– prˇi neˇkolikana´sobne´m meˇrˇen´ı jsme schopni urcˇit polohu teˇzˇiˇsteˇ s prˇesnost´ı na desetinu
milimetru, i le´pe.
Druhou steˇzˇejn´ı cˇa´st´ı te´to pra´ce je na´vrh metody slouzˇ´ıc´ı k meˇrˇen´ı moment˚u se-
trvacˇnosti, a to na za´kladeˇ meˇrˇen´ı periody kyvu fyzika´ln´ıho kyvadla. Byly odvozeny
potrˇebne´ vy´pocˇetn´ı vztahy, proveden odhad vy´sledne´ chyby meˇrˇen´ı a pote´ navrzˇeny po-
stupy, jimizˇ lze meˇrˇit periodu kyvu a vzda´lenost teˇzˇiˇsteˇ od osy ky´va´n´ı. K meˇrˇen´ı peri-
ody byl pouzˇit ultrazvukovy´ sn´ımacˇ vzda´lenosti a k meˇrˇen´ı vzda´lenosti teˇzˇiˇsteˇ od osy
ky´va´n´ı opeˇt syste´m Tritop. Na´sledovalo meˇrˇen´ı soucˇa´st´ı, ktere´ uka´zalo, zˇe se u mode-
lovy´ch soucˇa´st´ı vy´sledky z´ıskane´ touto metodou dostatecˇneˇ prˇesneˇ shoduj´ı s teoreticky´mi
prˇedpoklady.
V dalˇs´ı cˇa´sti bylo uka´za´no, jak lze meˇrˇen´ı moment˚u setrvacˇnosti k jednotlivy´m osa´m
vyuzˇ´ıt k urcˇova´n´ı tenzoru setrvacˇnosti. Bylo provedeno meˇrˇen´ı skutecˇne´ soucˇa´sti (teˇhlice
formule Ford) a na´sledneˇ byla odhadnuta chyba meˇrˇen´ı. V za´veˇru byly shrnuty prˇednosti a
nedostatky jednotlivy´ch postup˚u a bylo navrzˇeno, jaky´m smeˇrem by se mohly experimenty
ub´ırat da´le.
? ? ?
Na tomto mı´steˇ se mu˚zˇeme vra´tit k mysˇlence z u´vodu. Pocˇ´ıtacˇe se skutecˇneˇ prosa-
zuj´ı prakticky ve vsˇech oblastech lidske´ cˇinnosti, automobilovy´ pr˚umysl nevyj´ımaje. Tato
pra´ce ukazuje, jak lze vyrˇesˇit jeden z proble´mu˚, na ktery´ mu˚zˇe inzˇeny´r prˇi matematicke´m
modelova´n´ı dynamiky vozidel narazit. I prˇes obdivuhodne´ schopnosti pocˇ´ıtacˇ˚u totizˇ plat´ı,
zˇe pokud neznaj´ı 3D model soucˇa´sti, polohu teˇzˇiˇsteˇ a momenty setrvacˇnosti samy od sebe
spocˇ´ıtat neumeˇj´ı.
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